Metody probabilistyczne i statystyka
wyktad 6

zadania
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Poniewaz

P(X<0)=0,05+0,12+0,18+0,32=0,67 > %
oraz

P(X2>0)=0,32+0,23+ 0,07+ 0,03=0,65> %,

wigc na podstawie definicji 3.35 (zob. wktad 6) mamy Me = 0. Z kolei na podstawie definicji

3.36 (zob. takze wyktad 6) otrzymujemy Mo = 0, bo prawdopodobienstwo P(X = 0) = 0,32 jest

najwigksze.

Zgodnie z definicja 3.33 (zob. wyktad 6) wskaznik asymetrii jest dany wzorem
_ M3

- ’ 1
71 DY) (1)

gdzie u,; oznacza moment centralny rzedu 3 (zob. wyklad 5, definicja 3.25), a D(X) — odchylenie
standardowe (zob. wyktad 5, definicja 3.26). Zgodnie z definicjami mamy

7
3
pz =Y, (xp —m)’ py,
k=1

gdzie m, = E(X) oznacza warto$¢ oczekiwang oraz

7
D*(X)=Y (x5 —m)? py.
k=1

a warto$¢ D*(X) mozna obliczy¢ z wzoru

3 2 2 2
D> (X)=D“(X)-D(X)=D"(X)-4 D" (X).
Uwzgledniajac dane otrzymujemy

7
my = E(X)= ) x;pg
k=1

=(=3)-0,05+(=2)- 0,12 + (~1)- 0,18+ 0-0,32 + 1- 0,23+ 2- 0,07 + 3-0,03= — 0,11,



13 =[-3=(=0,1D]> - 0,05+ [-2 = (=0, )]> - 0,12 + [-1 = (0,1 )] - 0,18
+[0- (=0,1D]? - 0,32 +[1- (=0,1D]? - 0,23 +[2 — (=0,1 )] - 0,07
+[3-(=0,11)]* - 0,03

= (~2,89)° - 0,05+ (—-1,89)> - 0,12 + (=0,89)> - 0,18 + (0,11) - 0,32
+(L11)3-0,23+(2,11)%-0,07 + (3,11)%-0,03= ...~ -0,27,
D?(X)=[-3-(=0,11)]? - 0,05+[-2 — (=0,11)]* - 0,12 + [-1 - (~0,11)]*> - 0,18
+[0 = (=0,1D]? - 0,32 +[1 — (=0,11)] - 0,23 +[2 — (=0,1 )] - 0,07
+[3 - (=0,11)]% - 0,03
= (-2,89)% - 0,05+ (~1,89)% - 0,12 + (-0,89)% - 0,18 + (0,11)% - 0,32
+(L11)? <023+ (2,11)% -0,07 + (3,11)? - 0,03=...~ 1,88,
D3(X)=1,88-/1,88 =...~ 2,58

Po podstawieniu do wzoru (1) dostajemy

027 _

~ ~ —0,1.
F157558
Zgodnie z definicja 3.34 (zob. wyktad 6) wskaznik skupienia (kurtuoza) dany jest wzorem
_ M4
254 2)
D7 (X)

a eksces —

72 =P -3, (3)

gdzie p, oznacza moment centralny rzedu czwartego, ktory na podstawie definicji 3.25 (zob.
wyktad 5) jest okreslony wzorem

7
4
pa =Y, (xp —m)" py.

Po podstawieniu danych otrzymujemy
g =[-3=(=0,11)]* - 0,05+[-2 = (=0,11)]* - 0,12 + [-1— (0,1 1)]* - 0,18
+[0=(=0,11D)]* - 0,32 +[1 - (=0, 1)]* - 0,23 +[2 - (=0,1 )]* - 0,07
+[3-(=0,11)]*-0,03=...~9,68.
Po podstawieniu warto$ci liczbowych do wzoréw (2) i1 (3) mamy

9,68

Pa= 1,88 1,88

=274, y,=2,74-3=-0,26.



Eksces ujemny wskazuje, ze wykres badanego rozktadu jest nizszy i bardziej ptaski w stosunku
do rozktadu normalnego.
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Zgodnie z definicja 3.35 (zob. wyktad 6) nalezy wyznaczy¢ taka warto§¢ Me, by

Me 1
_[o JOUSES

Dla gestosci prawdopodobienstwa podanej w zadaniu mamy

Me Me 3 | Me
[ feoax= | Laa=1. 20 _ Lag?
9 3 27
—00 O
1 mamy
1 3 1
—(Me)” =—,
27( ) 2
skad
Me=—

Z uwagi na nieciaglos¢ w punkcie x = 3, funkcja f{x) nie ma maksimum lokalnego. Stad moda Mo
nie istnieje.
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Najpierw nieréwnos¢ z bezwzgledna wartoscia doprowadzamy do podwdjnej nieréwnosci:
P(|X|>6)=1-P( X |<6)=1-P(-6< X <6).

Nastepnie wykonujemy standaryzacje¢ zmiennej losowej X (odejmujemy od niej warto$¢ oczeki-
wang m = 2 1 calo$¢ dzielimy przez odchylenie standardowe o= 4):

—6-2_X-2 _6-2
4 4 4

gdzie T oznacza zmienna losowa o standaryzowanym rozktadzie normalnym N(0, 1). Prawdopo-
dobienstwo, ze zmienna losowa przyjmuje wartosci z okreslonego przedziatu jest rowne réznicy
dystrybuant na koncach przedziatu, czyli

P(2T<)=0(1)-D(2)=D()-(1-DPR)=D() + D(2) -1
~0,8413+0,9773-1=0,8186,
przy czym wykorzystaliSmy tu fakt, ze ®(-x) =1 - ®(x), a wartosci ®(1) i ®(2) odczytalismy
z tablic rozktadu N(0, 1). Ostatecznie mamy

P(X|>6)~1-08186=0,1814.

P(—6£X§6):P( ):P(—ngﬁl),
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Postgpujac podobnie, jak w poprzednim zadaniu, mamy



P(X-1|2D)=1-P(| X -1|<)=1- P(-1< X -1<1)

:I—P(_1_2<X_3<1_2j:1—P(—§<T<—lj
5 5 5 5 5

ool ol o))
vaf2)-0f2)- 14002 - 000

~1+0,5793-0,7268 = 0,8525.
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AdA.
Najpierw pozbywamy si¢ bezwzglednej wartosci w nierownosci. Mamy

P(|X-2|<a)=P(-a< X -2<a).

Standaryzujemy zmienna losowa X:

P(—a<X—2<a):P(—ﬁ< X_2<£j :P(—£<T<ﬁ),
4 4 4 4 4

gdzie T oznacza zmienng losowa standaryzowana (o rozktadzie N(0, 1)). Korzystajac z faktu, ze
prawdopodobienstwo przyjgcia przez zmienna losowa wartosci z pewnego przedziatu jest rowne
roéznicy dystrybuant na koncach przedziatu, otrzymujemy

A-ger<i)-ol)-ol-5)-olg) Lol =(9)

gdzie ® oznacza dystrybuante rozktadu N(0, 1). SkorzystalisSmy tu takze z faktu, ze ®(-x) =
=1 - ®(x). Mamy zatem réwnos¢

2@(% ~1=09,
4

2®(ﬁ) - 1,9,

4

cp(ﬁj - 0,95,
4

W tablicy rozktadu N(0, 1) musimy znalez¢ takq warto$¢ argumentu, dla ktérej dystrybuanta jest
rowna 0,95. Mamy

czyli

skad

2 < 1,65,
4

skad a = 6,6. Zauwazmy, ze w tablicy nie ma warto$ci dystrybuanty réwnej 0,95. Skorzystalismy
tu z wartosci przyblizonej 0,9505.



Ad B.
Postepujac podobnie, jak w p. A, mamy

P(\X—2\<4k):P(—4k<X—2<4k)=P(—%<XT_2<¥):P(—k<T<k)

= D(k) - D(=k) = D(k) - [1 - D(k)] = 20 (k) - 1.

Otrzymujemy zatem rownos¢
20(k)-1=0.8,

skad
O(k)=0,9.
W tablicy dystrybuanty ®(x) najblizsza wartoscia do 0,9 jest 0,9032. Mozna by przyjac, ze
k = 1,30, ale ten wynik jest obarczony do$¢ duzym bledem. Z kolei dla wartosci dystrybuanty
0,8944 mamy k = 1,25. Sprobujemy uzyska¢ wynik bardziej doktadny. W tym celu wykonamy
interpolacjg. Przez punkty (1,25; ®(1,25)) = (1,25; 0,8944) i (1,30; ®(1,30)) = (1,30; 0,9032)
przeprowadzimy prosta. ROwnanie tej prostej ma postac
y-08944  x-1.25
0,9032 - 0,8944 1,30-1,25"
y-08944 x-125

0,0088 0,05

0’00§8 (x - 125),

y—0,8944 =

y—0,8944 = 0,176(x — 1,25),
y=0,8944 + 0,176x — 0,22,
y=0,176x + 0,6744.
Dla y = 0,9 otrzymujemy stad
0,9=0,176x + 0,6744,
0,9-0,6744 =0,176x,
0,2256 =0,176x,

skad
0,2256
X =

0,176

Uzyskana warto$¢ x = k jest lepszym przyblizeniem szukanej wartos$ci.

~ 1,2818.
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Zgodnie z definicja 3.35 (zob. wyktad 6) nalezy wyznaczy¢ taka warto$¢ Me, dla ktorej
Me

| Fonax=

—00

1
=



Uwzgledniajac wzor na funkcje gestosci prawdopodobienstwa w rozktadzie logarytmiczno-nor-
malnym, mamy stad

Me 2
R
x 2

0 \N2mo 20-2

W celu obliczenia catki wykonujemy podstawienie

Inx-m _
c
Po zrézniczkowaniu mamy
l-labc=a’u
o X
Zatem
]‘fe 1o ( (lnx—m)zJ e l(lnx—mj 11
— - dx = J- exp| — — —-—dx
0 2o X 202 N2 0 o o X
In Me—m
c 2 3
L [ e -L du:q)(lnMﬂ),
N2r o 2 o

gdzie ® oznacza dystrybuante rozktadu N(0, 1). OtrzymaliSmy zatem rownanie

cI)(lnMe— mj :l.
o} 2

Z tablicy rozktadu N(0, 1) otrzymujemy

1 _

n Me —m _0,

o

czyli

In Me —m=0,

In Me =m,

skad Me =¢", bo

Ine” =mlne=m-1=m.



