lll. ZMIENNE LOSOWE JEDNOWYMIAROWE

3.1. Zmienna losowa i pojecie rozktadu prawdopodobienstwa

W dotychczas rozpatrywanych przyktadach kazdemu zdarzeniu byta przyporzadkowana od-
powiednia wartos¢ liczbowa. Ta przypadkowa wielkos$¢, zwana zmienng losowq, jest funkcja,
ktorej dziedzing jest podstawowy zbior zdarzen.

Kazde zdarzenie losowe zachodzi z odpowiednim prawdopodobiefnstwem, a poniewaz
w przypadku zajscia okreslonego zdarzenia zmienna losowa przyjmuje okreslong wartos¢, to
1 wartosci tej jest przyporzadkowane odpowiednie prawdopodobienstwo.

Definicja 3.1.

Definicja 3.2.

Przyklad 3.1.

Definicja 3.3.

Niech bgdzie dana algebra prawdopodobienstwa [/, S, P] ( — zbidr zdarzen ele-
mentarnych, S—borelowska algebra zdarzen, P— funkcja prawdopodobienstwa).
Przez zmienng losowq rozumiemy okre$lona dla kazdego zdarzenia elementar-
nego e nalezacego do zbioru / rzeczywista funkcje X = X(e), ktorej wszystkie
przeciwobrazy naleza do algebry S.

Przeciwobrazem funkcji X = X(e) nazywamy okres§lone przez nieréwnos$¢ X < x
zdarzenie 4, nalezace do algebry S (x oznacza dowolna liczbg rzeczywista).

Pewna gra polega na rzucie dwiema monetami i otrzymaniu wygranej 6 zt
w przypadku dwu reszek i1 przegraniu 2 zt w pozostatych przypadkach. Wygrana
bedzie tutaj funkcja, ktorej dziedzing jest nastgpujacy zbior zdarzen elementar-
nych:

RR, RO, OR, OO.

Dla pierwszego zdarzenia funkcja ma wartos¢ 6 i warto$¢ ta pojawia si¢ z takim
samym prawdopodobienstwem, jak zdarzenie RR, tj. 1/4. W pozostatych przy-
padkach funkcja ma wartos$¢ -2, a prawdopodobienstwo wystapienia tej wartosci
jest rowne 3/4. Warto$¢ wygranej jest zatem zmienna losowa.
Przeciwobrazem odpowiadajacym wartosci X < -2 jest zdarzenie niemozliwe,
nierownos$ci X < 6 — zdarzenie, na ktore sktadaja si¢ zdarzenia elementarne OR,
RO100, aprzeciwobrazem odpowiadajacym nierdwnosci X > 6 —zdarzenie po-
legajace na wyrzuceniu dowolnego uktadu R i O (niero6wno$¢ X > 6 nalezy inter-
pretowac jako nierdwnos¢ X < x, gdzie x > 6).

Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa X warto$ci mniejszej od x
oznaczamy przez F(x) i nazywamy dystrybuantq lub funkcjq rozktadu zmiennej
losowej X, tj.

F(x)=P(X <x).
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Twierdzenie 3.1. Dystrybuanta F(x) dowolnej zmiennej losowej X jest funkcjq:
a) co najmniej lewostronnie ciqglq, tzn.

lim OF(xn) = F(x),

X, —>X—
b) niemalejqcq, tzn.
X1 <xp3 = F(x1) < F(x3),
c) spetniajqcq warunki

lim F(x)=0 i lim F(x)=1,

X—>—00 X—>+00
co czesto zapisujemy jako F(—0)=0 i F(+x)=1.
Dow6d pomijamy. =

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 3.2. Jezeli funkcja F(x) spetnia warunki a) — c) podane w twierdzeniu 3.1, to jest
ona dystrybuantq pewnego rozktadu.

Dowod pomijamy. [
Wyrézniamy dwa rodzaje zmiennej losowej: skokowa i ciagla.

Definicja 3.4. Zmiennq losowq skokowq nazywamy taka zmienng losowa X, dla ktorej istnieje
funkcja P(X =x;)=py >0 (k=0,1,...), taka ze dla kazdej rzeczywistej war-
tosci x zachodzi relacja

F(x)= D, P(X = xp),

X, <X

tzn. prawdopodobienstwo P(X < x) oblicza si¢ przez zsumowanie wszystkich
prawdopodobienstw P(X = x,) dla wartosci x, mniejszych od x.

Definicja 3.5. Funkcje P(X = x,) = p, nazywamy funkcjq prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej X.

Zauwazmy, ze z definicji 3.3 wynika, ze

Zpk =1
k

Funkcje prawdopodobienstwa mozna poda¢ w postaci wzoru lub tabeli:

X X, X, X

P(X=x,) P P> Py

Zauwazmy, 7€
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P(a< X<b)= D, P(X=x)

a<x, <b

1 po uwzglednieniu wzoru podanego w definicji 3.4 mamy
P(a < X <b)=F(b)-F(a).
Jesli zmienna losowa skokowa przyjmuje takze wartos¢ b, to
P(a< X <b)y=F(b)-F(a)+ P(X =b).

Definicja 3.6. Zmiennq losowq ciqglq nazywamy zmienna X, dla ktorej istnieje taka nieujemna
funkcja f(x), ze dla kazdej rzeczywistej wartosci x zachodzi

F(x)= [ f(t)t.

Definicja 3.7. Funkcje f(x) spetniajaca réwnanie podane w definicji 3.6 nazywamy gestosciq
prawdopodobienstwa albo gestosciq zmiennej losowej ciqglej.

Mowimy, ze dany jest rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej, jesli znana jest dystry-
buanta albo gdy znana jest funkcja prawdopodobienstwa w przypadku zmiennej losowej skoko-
wej lub gestos¢ prawdopodobienstwa w przypadku zmiennej losowej ciagtej.

Zauwazmy, 7€

+00
Fi@)=f() 1 [f@=1
Ponadto dla zmiennej losowej ciagte] mamy

b
P(a< X <b) = F(b)-F(a) = [ f(x)dx.

a

Poniewaz dla zmiennej losowej ciagtej prawdopodobienstwo przyjecia okreslonej wartosci
liczbowej jest rowne zeru, wigc dolaczenie do przedziatu [a, b) jego konca x = b nie zmienia
wartosci prawdopodobienstwa, czyli

b
P(a< X <b) = F(b)-F(a) = [ f(x)dx.

a

3.2. Pewne rozklady zmiennej losowej skokowej

Przyklad 3.2. Poda¢ rozklad zmiennej losowej, ktora przyjmuje wartosci rowne sumie oczek
na dwodch kostkach. Obliczy¢ P(5 < X < 8) oraz wykresli¢ dystrybuante tej
zmienne;j.

Zmienna losowa moze przyja¢ wartosci bedace liczbami naturalnymi z przedziatu
[2, 12]. Oznaczmy:



3.2. Pewne rozktady zmiennej losowej skokowej

I, — otrzymanie i oczek na pierwszej kostce,
11, — otrzymanie i oczek na drugiej kostce.

Mamy:
P(X=2)=P II)—P(I)P(H)—ll €L
1 1 1 1 6 6 36’ o ,
P(X:3):P(Il'112+]2'lll):P([l)'P(112)+P(]2)'P(Ill):—'—+—'—:—,
; 6 6 66 36
P(X=4)=...=—,
( ) 16
P(X=5=..=—,
( ) 356
P(X=6)=...=—,
( ) 36
P(X=7)= _ 0
356’
P(X=8)=...=—,
( ) 346
P(X=9)=...=—,
( ) 3%
P(X=10)=...=—,
( ) 36
P(X=11)= _2
316’
P(X=12)=...=—.
( ) 36
Mozna sprawdzi¢, ze
12
> P(X=k)=1.
k=2
Tabela rozktadu ma postaé
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
prep | L2 (2|45 |6 s[4 |3]|2|L
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Wykres tego rozktadu jest nastgpujacy:

41
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F

o S~BhleRRgbRle I
T T T

LaSY ]

G p—

B premtirm——

[ S ——

Oy s serm——

-

Widzimy, ze rozktad jest symetryczny, a jego osia symetrii jest prosta x = 7.
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne

7

P(5<X<8)=)> P(X=k)=

k=5

4 5

—+—+
36 36

6 5

36 12°

W celu wykreslenia dystrybuanty konstruujemy nastgpujaca tabele:

X L2134 5 6T 8.9 .10 | ... 11 [ ..12
1 3 6 10 [ 15 | 21 | 26 | 30 33 35
F(x) — == =|=|1=1=| = | = — 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 [ 36 | 36 | 36 36 36
Wykres dystrybuanty ma postac
.H.x,'*
s —_—
v )
i< _—
6
{6 —_)
36
21 ‘
31 —
15
36| -
Y
‘?,, ——()
50 —C
1+ —C
51 ST, S R N SR S NN NN SN B S B
ol 7 2 3 5 67 8 9101172 13x
1 mamy
21 6 15 5
P5<X<®=FQ®)-F5)=——-—=—=—.
( ) ®-FC) 36 36 36 12
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Rozklad jednopunktowy

Zmienna o takim rozktadzie przyjmuje tylko jedna wartos¢.

Definicja 3.8. Moéwimy, ze zmienna losowa podlega rozktadowi jednopunktowemu, jezeli ist-
nieje taki punkt x,, ze P(X =x,) = 1.

Dystrybuanta tego rozktadu dana jest wzorem

0 dla x < xg,
1 dla x> x.

F(x)={

Rozklad dwupunktowy

Definicja 3.9. Mowimy, Zze zmienna losowa X ma rozktad dwupunktowy, jesli z dodatnimi
prawdopodobienstwami przyjmuje jedynie dwie warto$ci x, i x,.

Funkcja prawdopodobienstwa jest okreslona nastepujaco:
P(X=x,)=p, P(X=x)=1-p=gq, 0<l<p.
Czgsto przyjmuje sig, ze x, = 1 oraz x, = 0 1 wowczas funkcja prawdopodobienstwa ma postac
P(X=1)=p, P(X=0)=1-p=¢q, O0<p<l
Rozktad taki nazywa si¢ rozktadem zero-jedynkowym.

Modelem rozktadu zero-jedynkowego moze by¢ przy p = ¢ = 1/2 rzut moneta. Jesli zdarzeniu
polegajacemu na wyrzuceniu orla przypiszemy wartos¢ 1, a wyrzuceniu reszki wartos¢ 0, to
mamy

P(le)z%, P(X=O)=%.

Dystrybuanta rozktadu dwupunktowego dana jest wzorem

0 dla x <xy,
F(x)=4qg dla x; <x<x,,
I dla x>x,.

Rozklad dwumianowy (Bernoulliego)

Rozktad ten mozna otrzymac z rozktadow zero-jedynkowych. Niech zmienna losowa X row-
na si¢ sumie » zmiennych losowych X, czyli

k=1

z ktorych kazda moze przyjac¢ warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem p lub warto$¢ 0 z prawdopo-
dobienstwem g = 1 -p, niezaleznie od warto$ci przyjmowanych przez pozostale zmienne.
Zmienna X moze zatem przyja¢ wartosci z przedziatu [0, n], przy czym rownos$¢ X = k oznacza,
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ze k spos$rdd n zmiennych X, przyjmuje warto$¢ 1, a n -k zmiennych X, przyjmuje warto$¢ 0. Dla
n
kazdej wartosci k moze to zaj§¢ na (kj sposobow. Zatem wzor na funkcjg prawdopodobienstwa

zmiennej losowej X jest nastepujacy:

n _
P(X:k):(kjpkﬂ” ‘. q=1-p, *)
przy czym k=0, 1, ..., n.

Definicja 3.10. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy (Bernoulliego), jesli
jej funkcja prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem (*).

Dystrybuante rozktadu dwumianowego okresla wzor postaci

F(x)=P(X<x)= Y, @pk.qn—k.

0<k<x

Zauwazmy, ze dla n = 1 z rozktadu dwumianowego otrzymujemy rozktad zero-jedynkowy.
Rozklad Pascala

Definicja 3.11. Mowimy, ze zmienna losowa X, ma rozktad Pascala, jesli jej funkcja prawdo-
podobienstwa dana jest wzorem

n _
P(Xk:n):( ljpkqn ke qzl_pa

k —

gdzie k oznacza dowolna ustalong liczbg naturalna, an =4k, k+1, ... .

Zmienna X, ma swoja interpretacj¢ w tzw. zagadnieniu Pascala. Przyjmuje ona wartos$ci row-
ne liczbie niezaleznych doswiadczen przeprowadzanych az do otrzymania & sukcesoOw przy
stalym prawdopodobienstwie sukcesu rownym p.

W szczegolnym przypadku, gdy £ = 1, otrzymujemy tzw. rozktad geometryczny okreslony
wzorem
P(X;=n)=p-q", n=1,2,...

Rozklad Poissona

Niech zmienna X, ma rozktad dwumianowy, czyli

n
P(X, =k)= (kj pkg" %, k=01,..,n
Zalozmy, ze liczba n dazy do nieskonczonosci oraz ze iloczyn n - p jest staty i rowny 4> 0. Tak
okreslona nowa zmienna losowa X moze przyja¢ kazda warto$¢ catkowita z przedziatu [0, +o).
Prawdopodobienstwo przyjgcia przez t¢ zmienna wartosci & jest dane znanym wzorem Poissona
(zob. twierdzenie 2.2 w p. 2.3), tj.
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jj‘
P(X=k)= lim P(X,=k)=e *—, k=0,1,.... (**)

n—>o0 k!’

Definicja 3.12. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona, jesli jej funkcja prawdo-
podobienstwa dana jest wzorem (**).

Z uwagi na sposob uzyskania podanego wzoru moéwimy, ze rozktad Poissona jest rozktadem
granicznym rozktadu Bernouuliego.

Rozklad Polya

Definicja 3.13. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Polya, jesli jej funkcja prawdopo-
dobienstwa dana jest wzorem

P(sz)zm_p-(p+a)-...-<p+(k—1)a>-q-(q+a)-...-<q+(n_k_1)a
k (I+a)-(1+2a)-...-(1+(n- D)

gdziek=0,1,...,noraz0<p<l,g=1-p, ka>-p,(n -ka > —q.

2

Rozktadowi temu podlega zmienna losowa przyjmujaca wartosci réwne liczbie sukcesow
przy n-krotnie przeprowadzonych do$wiadczeniach wedtug schematu Polya.

Rozklad hipergeometryczny

Definicja 3.14. Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny, jesli jej funk-
cja prawdopodobienstwa dana jest wzorem

P(X=k)= ,
( ) [Nj
n
gdzie k=0, 1, ..., n, a b i c oznaczaja liczby naturalne, takie ze b + ¢ = N > n.

Rozkladowi temu podlega zmienna losowa przyjmujaca warto$ci rowne liczbie sukcesow
przy n-krotnie przeprowadzonych doswiadczeniach wedtug schematu Polya, gdy s = - 1.

Zadania

1. Poda¢ rozktad zmiennej losowej, ktdra przyjmuje wartosci rowne sumie oczek na trzech kost-
kach oraz wykresli¢ dystrybuante.

2. Zorganizowano nastepujaca gr¢: rzucamy dwiema kostkami; jezeli suma oczek jest rowna 2,
to otrzymujemy 10 zt, jesli suma oczek jest rOwna 3, to otrzymujemy 5 zt, a w kazdym po-
zostatym przypadku placimy 1 zt. Poda¢ rozktad tej zmiennej losowe;.
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3. Zmienna losowa X przyjmuje warto$ci réwne liczbom naturalnym & z prawdopodobienstwami

P(X=k)= 3% , gdzie c oznacza liczbg stata. Wyznaczy¢ wartos¢ ¢ oraz obliczy¢ P(X >4).

4. Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 da x<1,
l dla 1<x<2,

(OSIN

F(x)=9= dla 2<x<5,

[eX N

— dla 5<x <10,
1 dla x> 10.

3

A. Obliczy¢ P(5 < X < 8).
B. Okresli¢ funkcje prawdopodobienstwa.

3.3. Pewne rozktady zmiennej losowej ciagtej

Przyklad 3.3. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedtug gestosci danej wzorem

0 dla x<0,
f(x)=9Cx dla 0<x <4,

0 dla x > 4.

A. Obliczy¢ stata C.

B. Poda¢ dystrybuantg.

C. Obliczy¢ P(1 < X < 2).

Ad. A)

Stata C obliczymy z warunku

+00
Jr@=1
Mamy
+00 0 4 400 4 514
[ £()= Jodc+ [ Crx+ [odx=C[xde=C" =5C.
—0 —0 0 4 0 0

czyli 8C =1, skad wynika, ze C = 1/8. Wykres funkcji ggstosci jest zatem naste-
pujacy:
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Y

Ad. B)
Wyznaczamy dystrybuantg:
T S R
F(x)= tdt= | —dt=— =—dla 0<x<4,
@) _Lf() _{08 6|, " 1o x

czyli

0 dla x<0,

2

F(x) = )1C_6 dla 0<x <4,
1 dla x>4.

Wykres dystrybuanty jest nastepujacy:

F(x)?
.

Ad. C)
Szukane prawdopodobienstwo mozna obliczy¢ jako pole trapezu (z wykresu
funkcji gestosci):
1 1 (1 2) 3
Pl X<2)=— D+f2)=—|—+—| =—
( ) 2(f()f()) 2373 " 16
lub z réznicy warto$ci dystrybuant:
4 1 3

PUIS X <2) = FQ2)=F(l)=—-—2-=—".
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Rozklad jednostajny

Definicja 3.15. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad jednostajny (rownoramienny, pro-
stokqtny), gdy jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem

0 dla x<a,

f(x)={C dla anSa+%,

0 dla x>a+i,
C

gdzie liczba a jest dowolna, a C > 0.

W poszczeg6lnych przypadkach dystrybuanta tego rozktadu ma nastgpujace postacie:
—dlax<a

F(x) = )jc F(t)dt = )jcoczzzo,

—dla a<x£a+i
C

F(x)= [ Cdt = C1f} = C(x - a),

a

—dla x>a+i
C F(x)=1

Zatem
0 dla x<a,

F(x)=1C(x-a) dla a<x£a+%,

1 dla x>a+i.
C

Przyklad 3.4. Zmienna losowa X przyjmuje dowolng wartos$¢ z przedziatu [1, 3]. Zakladajac,
ze jej rozktad prawdopodobienstwa jest jednostajny, podac gestos¢, dystrybuantg
oraz obliczy¢ P(1,4 < X < 2).
Podana zmienna losowa nie przyjmuje wartosci w przedziatach (-, 1)1 (3, +),
tzn. P(-o < X<1)=01P(3 <X <+x) =0, co oznacza, ze ggsto§¢ prawdopodo-
bienstwa w tych przedziatach jest rowna 0. Poniewaz P(1 < X < 3) =1, to ggstos¢
f(x) musi by¢ taka, aby pole prostokata zawartego pomigdzy odcinkami [1, 3]
1 wykresem funkcji byto rowne 1. Stad C - (3 -1) =1, czyli C = 1/2. Zatem gg-
sto$¢ jest nastgpujaca:

0dla x<1,
f(x)= %dla 1<x<3,
0 dla x> 3.
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Szukane prawdopodobienstwo jest rowne polu prostokata na odcinkiem [1,4; 2]
(zob. rysunek), czyli

1
PIA<X<2)=—-(2-14)=03.

fix)
Pl1d<x<?)
H
il %
| L -
A 714 2 3 X

W przedziale (1, 3] dystrybuanta jest rowna

3
1 1 x 1 1
Fx)=|=-dt=—t], =—x——.
) J;z 2 g 27 2
Zatem (zob. rysunek)

0dla x<1,

F(x)= lx—l dla 1<x<3,
2 2
1 dla x>3.
" FHx) \
| /
| : ' -
1 3 X
Rozklad trojkatny

Definicja 3.16. JeZeli obrazem geometrycznym gestosci jest trojkat, to méwimy, Zze zmienna
losowa ma rozktad trojkqtny.

Przyklad 3.5. Zmienna losowa podlega rozktadowi wedlug trojkata rownobocznego o wierz-
chotkach 4(0, 0), B(a, 0) 1 C(x, y). Dobra¢ wartosci a, x 1 y oraz napisa¢ gestos¢
prawdopodobienstwa.

a3

2

Trojkat ma by¢ réwnoboczny, wigc x = %a, ay= (wysoko$¢). Pole troj-

kata powinno by¢ rowne 1, czyli
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skad

75

Wierzchotkami sa zatem punkty A(0, 0), B[i Oj , C(%, %j , awiec funk-
3

%9

cja gestosci jest nastepujaca:

0 dla x<0,
\/gx dla OSxSL,
3
_ 4
fey=q B3 28 12
3 3 3 3
2
0 dla x>—.
3

Przyklad 3.6. Zmiennalosowa X podlega rozktadowi wedtug trojkata utworzonego przez o$§ od-
cigtych, o$ rzednych oraz prosta x + y = a. Poda¢ warto$¢ a > 0, gestos¢, dystry-
buantg i obliczy¢ P(0 < X < a/2).
Trojkat jest rownoramienny o boku a, a wigc jego pole S = a*/2. Pole to powinno
by¢rowne 1ia>0,awigc a = V2. Poniewaz fix)=y=a - xdlax € [0, a], wigc
funkcja gesto$ci ma postaé

0 dla x<0,
F(x) =442 -x dla 0<x <42,
0 dla x>+/2.

Dla 0<xsﬁ mamy

x 2 * 2
j(\/i—t)arz:«/it—7 =ﬁx—7,
0 0

czyli dystrybuanta jest nastgpujaca:
0dla x<0,
F(x) = ﬁx—% dla 0<x<+/2,
1 dla x>2.

Majac wzor na dystrybuante, tatwo wyznaczy¢ prawdopodobienstwo:

osxe )< )-re0-2

2
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Zadania

1. Zmienna losowa X ma rozktad wedtug gestosci danej wzorem

0 dla x <O,
f(x)=1C-sinx dla nggg,
0dla x>2,

3

A. Obliczy¢ stata C.
B. Poda¢ dystrybuantg.
C. Obliczy¢ P(7/6 < X < 71/4).

2. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedlug gestosci danej wzorem

0 dla x<1,
f(x)=<Inx dla 1<x<aq,
0 dla x>a.

A. Obliczy¢ stata a.
B. Poda¢ dystrybuantg.
C. Obliczy¢ P(2 < X < e).

3. Strzatka minutowa zegara elektrycznego zmienia potozenie w koncu kazdej minuty. Jezeli
strzatka wskazuje a minut, to rzeczywisty czas ¢ jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci
z przedziatu [a, a + 1]. Znalez¢ gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej ¢.

4. Zmienna losowa przyjmuje wartosci z przedziatu [1, 7], przy czym prawdopodobienstwo
przyjecia przez nig wartosci z wycinka przedziatu [3, 4] jest pig¢ razy wigksze od prawdopo-
dobienstwa przyjecia wartosci z wycinka o tej samej dlugosci z przedziatu [1, 3), a takze
z przedziatu (4, 7]. Poda¢ gegstos¢, dystrybuantg 1 obliczy¢ P(3,6 < X < 4,7).

5. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedtug trojkata utworzonego przez o$ Ox oraz proste
y=ax+aiy=-x+4. Dobra¢ odpowiednio stata a i poda¢ gestos¢ prawdopodobienstwa tej
zmienne;j.

6. Zmienna losowa podlega rozktadowi wedlug trojkata utworzonego przez 0§ Ox oraz proste
yv=ax(a>0)i y= —2a%x+4+/5. Dobraé odpowiednio stata a i poda¢ gestos¢ prawdo-
podobienstwa tej zmienne;.



