Il. PEWNE SCHEMATY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

2.1. Zagadnienie Bernoulliego

Przeprowadzamy n do§wiadczen w taki sposob, ze prawdopodobienstwo sukcesu w kazdym
doswiadczeniu jest state, niezalezne od wynikow poprzednich i rowne p. Jest to tzw. schemat
(zagadnienie) Bernoulliego.

Twierdzenie 2.1. (Bernoulliego) Prawdopodobienstwo, ze na n przeprowadzonych doswiad-
czen wg schematu Bernoulliego uzyska sie k sukcesow w dowolnej kolejnosci
jest dane wzorem

n
k _n—k
Pn,k = [kj p qn >
gdzie0<p<lig=1-p.
Dowod. Oznaczmy:

U —zdarzenie polegajace na udaniu si¢ doswiadczenia,

U - zdarzenie przeciwne.

Prawdopodobienstwo, ze na n doswiadczen uda sig £ pierwszych i nie uda si¢ n - k nastgpnych
jest rowne

P=PU-U-....U-U-U-...-U).
k n—k

Poniewaz zdarzenia sg niezalezne, wiec

P=PU)-P(U)-...- P(U)- P(U)- P(U)-...- P(U).
k n—k

Kolejnos¢ wystgpowania udanych doswiadczen jest obojetna, wige kazdy uktad £ udanych oraz
n - k nieudanych doswiadczen jest sprzyjajacy zdarzeniu, ktérego prawdopodobiefistwo obli-
czamy. Wszystkich réznych uktadow k elementow Uin - k elementéw U jest tyle, ile jest per-
mutacji z powtdrzeniami.

Przypomnienie: n-elementowa permutacja z powtoérzeniami nazywamy zbior sktadajacy si¢ zn
elementow uporzadkowanych, wsrod ktorych pewne elementy powtarzaja si¢ odpowiednio n,,
n,, ... , n, razy; liczba utworzonych w ten sposéb zbiorow jest rowna

n!

Ry Pyyeee 1, _
By mlona e on !
1. 2. cee k.

W naszym przypadku mamy
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phon—k ___n! :(”j_
" Kl(n—k)! \k

Prawdopodobienstwo kazdego uktadu jest réwne pk -q "k jstad mamy wzOr podany w twier-
dzeniu. [

Schemat Bernoulliego ma prosta interpretacj¢ urnowa, ktora polega na tzw. losowaniu kul ze
zwracaniem.

Przyklad 2.1. W urnie mamy N kul, wérdod ktorych jest M Bialtychi N - M czarnych. Losujemy
n razy po jednej kuli, zwracajac ja za kazdym razem. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo wylosowania & kul biatych.

Prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli jest state przy kazdym losowaniu
iwynosi p =M/ N. Zatem

a2 2"

Przyklad 2.2. Co jest bardziej prawdopodobne u zawodnika rozgrywajacego parti¢ z przeciw-
nikiem o réwnej sile gry:
a) wygranie 3 partii z 4, czy 5z §,
b) wygranie nie mniej niz 3 partii z 4, czy nie mniej niz 5 z 8,
c) wygranie nie wigcej niz n z 2n partii, czy wigcej niz n z 2n,
d) wygranie nie wigcej niz n z 2n + 1 partii, czy wigcej nizn z 2n + 1?
Z zatozenia prawdopodobienstwo wygrania p jest rtowne prawdopodobienstwu
przegrania g 1 wynosi 1/2. Rozegranie partii mozna uwaza¢ za przeprowadzenie
doswiadczenia. Wynik jednej partii nie wptywa na wynik innej, co oznacza, ze
doswiadczenia sg niezalezne.
Ad. a)
Nalezy obliczy¢ P, ; oraz P 5 i poréwnac te wielkosci. Mamy

ps=() () -1 as=(( @ -2
43703 \2) 274 s ) o) T

awigec Py ;> Py .

Ad.b)

Prawdopodobienstwo wygrania nie mniej niz 3 partii z 4 jest rowne prawdopo-
dobienstwu wygrania 3 partii z 4 lub 4 partii z 4, czyli

N (4 s
russksa=rora=() (5 35 (5) 5%

W drugim przypadku mamy
93

P8,5<k<8 L) =P+ PBc+Pm+Peg=—r.
( D) =Bs+Re+ R+ Ry 756

Zatem bardziej prawdopodobne jest wygranie nie mniej niz 5 partii z 8.



2.1. Zagadnienie Bernoulliego 27

Ad. ¢)
Mamy
n(n 1 k 1 2n—k
P(2n,0<k <n, )—ZPan > HIGRE
k=0 k=0
2n n
_(1 2(2;1)
2 20 k
oraz
| n n ( 2}1] (l)nﬂc (l)n_k
PQn,n+ 1< k< 2n’5):kzlpz”’"+k:k§ IR s B
1 n 1 2n  n on 1 2n n—1 2n
:(EJ Z(mk} (2) 'Z(n-k):(i) 2 k)’
k=1 k=1 k=0
gdyz
AN
n+k) \n—k
oraz

L 2n 2n 2n 2n n-l(op
z 0 = Ut Sttt o) ® Z 0
k=117 n- n- k=0
Poréwnujac oba wyniki widzimy, ze

P(2n,0£k£n,%)>P(2n,n+1£k£2n,%).

Ad. d)
Mamy

ramrosssacbe Spne- S 52
=0 =0

k
(1 2+l i[znuj
“l2) k

k=0
o n+k 2n+l-n—k
T Mn+1) (1 1
P2n+1,n+1<k <2n, )_,Epz”” itk :kzl(n-'_kj (Ej (5)
1 2n+l  p n+1 1 2n+l  p 241
Z(E .kzzll(n+k Z(EJ .kzzll(n—kJ
12"+1 T (2n+1
=(5 ',Z:O( k

1 mamy rownos$¢.
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Zadania

. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze na 7 rzutow kostka co najwyzej 3 razy wypadnie liczba

oczek nie mniejsza od 4.

. Rzucamy cztery razy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dwa razy otrzy-

mamy sumg oczek nie wigksza od trzech?

. Dana jest urna, w ktorej sa kule: 6 czarnych 1 9 biatych. Losujemy 5 razy po jednej kuli, kta-

dac za kazdym razem wyciagnigta kule z powrotem do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo,
Ze otrzymamy co najwyzej 3 razy kulg biala?

. Mamy 2 urny typu 4, zawierajace po 3 biate i 7 czarnych kul, 3 urny typu 4, zawierajace po

2 biate, 3 czarne 1 5 zielonych kul oraz 5 urn typu 4, w kazdej z ktorych znajduje si¢ 1 biata
19 czarnych kul. Pobieramy losowo 3 kule ze zwrotem, tzn. po kazdym losowaniu zwracamy
jadourny, zktdrej zostala wyciagnigta. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze co najwyzej jedna
kula bedzie czarna.

. W urnie sa 4 kule biale i 6 kul czarnych. Losujemy 4 razy po 5 kul i po kazdym losowaniu

wrzucamy je do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 2 razy wylosujemy 5 takich kul,
wsrod ktorych beda 3 kule czarne?

2.2. Maksymalne prawdopodobienstwo w zagadnieniu Bernoulliego

Definicja 2.1. Ustalony wskaznik k,, dla ktorego prawdopodobienstwo P, , jestnie mniejsze

od pozostatych prawdopodobienstw nazywamy najbardziej p,rc;wdopodobnq licz-
bq sukcesow w serii n doSwiadczen.

Aby znalez¢ tg liczbg, rozpatrzmy ciag prawdopodobienstw P, ,, w ktérym przy ustalonej

wartos$ci n bedziemy zmienia¢ warto$¢ k. Utworzmy iloraz

h k n—k
p* (1=
Py (kj p -(1-p)

B _n—k+1 p
P k-1 - n _ _ - k l_p
n, [ j.pk 1'(l_p)}’l k+1
k-1
Mamy
Pn,k .
a) >19 t_] Pn,k >Pn,k—19 gdyk<(n +1)p>
Pn,k—l
Pn,k .
b) <L 4. B x <P, k1, gdyk>(n+1Dp,
Pn,k—l
Pn,k .
c) =L 4. By =Py -1, gdyk=(n+1)p.

Pn,k—l
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Zgodnie z definicja 2.1 nalezy ustali¢ wskaznik k,, dla ktorego

Pn,k(]—l < Pn,k“ i Pn,k0+1 < Pn,ko'

Na podstawie a) i ¢) pierwsza nierownos$¢ jest spetniona, gdy
ko <(n+1)p,
a druga (na podstawie b) i ¢)), gdy
ko=z(n+)p-1

(w tym przypadku w podanych wzorach nalezy podstawi¢ k= k, + 1). Wartos¢ &, spetnia zatem
podwojna nierownos¢:
(n+Dp—-1<ky <(n+1)p.
Réznica liczb (n + 1)p - 11 (n + 1)p wynosi 1. Wynika stad, ze
a) jesli liczby te nie sa catkowite, to k, =[(n + 1)p], gdzie [x] oznacza cz¢$¢ catkowita liczby x,

b) gdy obie liczby sa catkowite, to istnieja dwie liczby najbardziej prawdopodobnych sukcesow:
ko=(m+Dp-11 ky=(m+1)p.

Przyklad 2.3. Mamy 4 urny typu 4, zawierajace 2 biale i 8 czarnych kul oraz 6 urn typu 4,
z 3 kulami biatymi i 7 czarnymi. Losujemy cztery razy po jednej kuli ze zwraca-
niem. Obliczy¢ najbardziej prawdopodobna liczbe kul biatych.

Oznaczmy przez B zdarzenie polegajace na wylosowaniu biatej kuli, a przez p
prawdopodobienstwo otrzymania biatej kuli przy jednym losowaniu. Mamy

p=P(A-B+ A, -B)= P(A,-B)+ P(4, - B)
= P(Ay)-P(B|41)+ P(A4y)- P(B| 4,)
=0,4-0,2+0,6-0,3=0,26.

Poniewazn=4,wigc (n+1)p=5-0,26=1,30, czyli najbardziej prawdopodobna
liczba biatych kul wsréd czterech pobranych jest jedna kula.

Przyklad 2.4. Rzucono 77 razy kostka do gry. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba wy-
rzuconych szostek?
Prawdopodobienstwo p wyrzucenia szostki w jednym rzucie wynosi 1/6. Ponie-
waz wartos¢

M+Dp:7&é:13

jest liczba catkowita, wigc najbardziej prawdopodobne liczby wyrzucenia szostek
to 121 13.

Zadanie

Dziato nr 1 w ciagu okreslonego czasu wyrzuca 70 pociskow z prawdopodobienstwem trafienia
do celu rownym 0,8 dla kazdego strzatu, a dziato nr 2 w ciagu tego samego czasu wyrzuca 60
pociskéw z prawdopodobienstwem trafienia do celu rownym 0,9 dla kazdego strzalu. Dla
ktorego z tych dziat najbardziej prawdopodobna liczba celnych strzatow jest wigksza?
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2.3. Zagadnienie Poissona

Twierdzenie 2.2. Jezeli przeprowadzamy ciqg S, serii doswiadczen wedtug schematu Bernoul-
liego, tak ze liczba doswiadczen n w poszczegolnych seriach wzrasta dqzqc
do nieskonczonosci i prawdopodobienstwo p dqzy do zera, ale iloczyn n - p
Jjest wielkosciq stalq, skonczong, rowng A> 0, to

—l/lk
lim P, j = ———= P(k, 2).

n—>w k!

Dowo6d. Mamy

n K n—k 1 i k n—k
Py k= 0P (1-p) =E'(n—k+1)-(n—k+2)-...-n- ) 1-—

ALY g 6

1im(1—k_lj-(1—"_2)-...-1:1
Nn—»o0 n n

(bo liczba czynnikéw jest skonczona i rowna k) oraz

n—k n -k
1im(1—ij = 1im(1—i) -[1—i] —etl=et,
n—>o0 n n—>o0 n n

skad wynika teza. u

Ale

Wz6r podany w twierdzeniu 2.2 pozwala obliczy¢ prawdopodobiefistwo P, , wedtug przybli-
Z0nego wzoru
e Ak

k!
gdy liczba do§wiadczen jest duza, a prawdopodobienstwo p jest tak mate, ze iloczyn n - p jest
liczba mata (w praktyce n >100, a 4 < 20).

Pn,k ~

Zadania

1. Mamy 3 maszyny typu 4, 5 maszyn typu B i 2 maszyny typu C. Kazda z nich produkuje t¢
sama liczbg towardw 1 dla typu 4 mamy: 50% wyrobow I gatunku, 45% wyrobow II gatunku,
resztg stanowia braki; dla typu B: 80% wyrobow I gatunku, 17% wyrobdw II gatunku, resztg
stanowia braki; dla typu C: 30% wyrobdw I gatunku, 69% wyrobdw II gatunku i 1% brakow.
Pobieramy losowo z calej przemieszanej masy towarowej 200 sztuk ze zwracaniem. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze co najwyzej jedna sztuka bedzie brakiem.

2. Tekstzadania—zob. zad. 1. Pobieramy losowo 300 sztuk. Obliczy¢ najbardziej prawdopodob-
na liczbe sztuk wadliwych oraz prawdopodobienstwo wystapienia tej liczby.
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3. Szufladg o polu powierzchni rownym 1 m? podzielono na przegrodki o polach podstaw row-
nych 1 cm?. Do szuflady tej wrzucono losowo 1000 kulek, przy czym zaktadamy, ze prawdo-
podobienstwo wpadnigcia kulki do przegrodki jest dla kazdej przegrodki jednakowe. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze do wyroznionej przegrodki wpadna wigcej niz dwie kulki.

2.4, Zagadnienie Pascala

Zagadnienie Pascala jest trochg zmodyfikowanym zagadnieniem Bernoulliego. W zagadnie-
niu Bernoulliego liczba doswiadczen n jest z gory ustalona i wyznacza si¢ prawdopodobienstwo,
ze wsrod tej ustalonej liczby bedzie k sukcesow. W zagadnieniu Pascala nalezy obliczy¢ prawdo-
podobienstwo, ze liczba doswiadczen wedlug schematu Bernoulliego bedzie rowna n przy zato-
zeniu, ze proby przeprowadzamy tak dlugo, az osiagniemy k sukcesow.

Twierdzenie 2.3. Jezeli doswiadczenia przeprowadzamy wedtug schematu Bernoulliego o sta-
tym prawdopodobienstwie sukcesuw kazdym doswiadczeniu rownym p, az do
uzyskania z gory ustalonej liczby k sukcesow (k >1), to prawdopodobienstwo,
ze liczba doswiadczen bedzie rowna n (n > k) jest rowne

n—1
B, :(k—lj'Pk'qn_ka nzkzl, g=1-p.

Dowod. Oznaczmy przez E zdarzenie polegajace na tym, e liczba do§wiadczen bedzie rowna n,
jesli bedziemy wykonywac je tak dtugo, az osiagniemy k sukcesow, przez E, zdarzenie polega-
jace na otrzymaniu & -1 sukcesow w n - 1 do§wiadczeniach (w dowolnej kolejnosci), a przez E,
zdarzenie polegajace na otrzymaniu sukcesu w n-tym do$wiadczeniu. Zauwazmy, ze

E = El . E2
oraz ze zdarzenia E, i E, sa niezalezne. Zatem
P(E) = P(Ey)- P(Ey).
Poniewaz P(E,) = p, anapodstawie twierdzenia 2.1 mamy
n=1) g ek
P(E+) = . .a” ,
(Ey) [ . J P q

wigc stad wynika podany wzor. u

W szczegdlnym przypadku, gdy doswiadczenie przeprowadzamy tylko do chwili uzyskania
pierwszego sukcesu (k = 1), podany wzor przyjmuje prostsza postac

Pl,n :p_qn—I.
Przyklad 2.5. Gracz wykonuje rzuty moneta tak dtugo, az otrzyma orta. Obliczy¢ prawdopodo-

bienstwo zdarzenia E, ze liczba rzutdw nie przekroczy czterech.
Mamy p =1/21g=1/2 oraz
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2 3 4
1 (l) (1) (1) 15
P(EY=P{+Pr+P3+Pg=—+|—| +|=| +|=| =—,
(E)=P1+Pp+P3+P 4 e 5 5 T

gdzie P, , oznacza sukces w k-tym rzucie.

Zadanie

Trzy fabryki 4, B i C produkuja towar sztukowy tak, ze fabryka 4 pokrywa 30% zapotrzebowa-
nia rynku, fabryka B — 50% oraz fabryka C — 20%. Jako$¢ towaru produkowanego przez
poszczegolne fabryki jest nastepujaca:

w fabryce 4 — 80% I gatunku, 18% II gatunku, 2% brakéw,

w fabryce B —40% I gatunku, 55% II gatunku, 5% brakow,

w fabryce C — 80% I gatunku, 15% II gatunku 1 5% brakow.

Kupujemy na rynku w sposoéb losowy po jednej sztuce tak dtugo, az otrzymamy dwie sztuki
I gatunku. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zostanie zakupionych 5 sztuk.

2.5. Zagadnienie Podlya

Zagadnienie to jest zwiazane z pewna metoda losowania kul z urny.

Z urny, w ktorej znajduje si¢ b biatych i ¢ czarnych kul (b + ¢ = N) losujemy kulg i nastepnie
zwracamy ja do urny oraz wykonujemy jedna z nastepujacych czynnosci:

a) dodajemy s kul tego samego koloru, co pobrana uprzednio kula (s > 0),
b) wyjmujemy z urny s kul tego koloru, co pobrana uprzednio kula (s < 0),
¢) nie doktadamy, ani nie wyjmujemy kul (s = 0).

Zagadnienie Pdlya polega na obliczeniu prawdopodobienstwa, ze w przypadku » losowan
wedhug tego schematu otrzymamy & kul biatych (przypadek c) jest schematem Bernoulliego —
schematem losowania kul z urny ze zwrotem).

Twierdzenie 2.4. Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw na n przeprowadzonych do-
$wiadczen wedlug schematu Polya jest rowne

b

P(n k):(nj_p'(p+6¥)'...-(p-l—(k—l)a)-q-(q_;_a).”_.(q+(n_k_1)a)
0k (1+a)-(1+2a)-...-(1+(n-Da)
S

, a=—

dzie —i =<
g P Naq N N

Dow6d. Oznaczmy:

B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu biatej kuli za i-tym razem,

C. — zdarzenie polegajace na wylosowaniu czarnej kuli za i-tym razem,

E — wylosowanie kolejno £ biatych, a nastgpnie n -k czarnych kul, czyli
E=B|-By-....B;, -Cpy1-Cpyn-...-Cp.

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia E jest rowne

P(E)= P(By)-P(By|By)-...- P(By|By By -...- By 1)
P(Cp1|By By oo B ) v P(Co|By s By -Chay v Cyy) =
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_i‘ b+s. 'b+(k—l)s- c_ c+s . .c+(n—k—l)s
N N+s =~ N+(k-1Ds N+ks N+(k+)s =~ N+m-1s

Wszystkich mozliwych ustawien k biatych i n -k czarnych kul jest (Zj (jest to liczba n elemen-

towych permutacji, w ktorych jeden element powtarza si¢ k razy, a drugi n -k razy). Zatem

P(n, k) = @ . P(E)

_(n}b-(b+s)-...-(b+(k—1)s)-c-(c+s)-...-(c+(n—k—1)s)
-k N-(N+5)...-(N+(n—=1)s) '

Dzielac licznik i mianownik przez N" otrzymujemy wzor podany w twierdzeniu. u
W szczegbdlnym przypadku losowania bez zwrotu (s = - 1) mamy

Twierdzenie 2.5. Prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow na n przeprowadzonych do-
swiadczen przy losowaniu bez zwrotu dane jest wzorem

)

przy czym max(0,n— N +b) < k < min(n, b).

P(n, k)=

Dowod. Podstawiajac s = -1 we wzorze podanym w poprzednim twierdzeniu, otrzymujemy

nt b(b=D-..-(b=k+D)-c(c=D-...(cmn+k+1)

T K (n—k)! N-(N=1)-....(N—n+1)
3 n! - b! - c! .(N—n)!
Ckln=k)! (b—k)! (c-n+k)! N!

W e WS

TKB-k) i—k)c—n+k) _NU (N
(N —n)!n!

B(n, k)

n

Ograniczenia wynikaja z warunkow, ze liczba wylosowanych kul biatych i czarnych nie moze
przekroczy¢ liczby kul danego koloru w urnie, czyli

k<b, n—-k<N-b = kzn-N+b,

a ponadto jest oczywiste, ze 0< k <n. u

Przyklad 2.6. Z urny zawierajacej 7 kul bialych i 3 czarne losujemy kolejno trzy razy, zwraca-
jac po kazdym losowaniu kulg¢ wraz z dwiema kulami wylosowanej uprzednio
kuli. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze doktadnie dwa razy wylosujemy kulg
biala.
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Mamy: n=3,k=2,b=7,c=3,5=2,czyli

pay-[}) e T
’ 2) 10-(10+2)-(10+4) 80"

Twierdzenie 2.6. Jezeli przy ustalonych wartosciach n i k mamy

lim =20 i 0< lim 2= p<1,

Nowo N N—w
to
. n k n—k
lim P(n,k)z[ j-p (I-p)" ™.
N—o0 k
Dowo6d. Wzor ten wynika bezposrednio z poprzedniego twierdzenia. u

Z powyzszego twierdzenia wynika wazny praktycznie wzor:

P(n, k)z@-pk (1= p)"* | odzie 0<p:%<l.

Wz6ér ten stosujemy, gdy wartosci N, b 1 ¢ sa liczbami dostatecznie duzymi w poréwnaniu
z warto$ciami n, k1 n - k. Jezeli dodatkowo liczba n jest bardzo duza, a warto$¢ n - p bardzo ma-
ta, to mozemy zastosowa¢ wzor przyblizony z zagadnienia Poissona:

-4 qk

b
, gdzie A=n-p1 p=—.
x g p1p N

P(n, k) =<

Przyklad 2.7. Z partii towaru o liczno$ci N =200 elementow, w tym b = 120 elementéw maja-

cych cechg X, losujemy n = 12 elementdéw bez zwrotu. Obliczy¢ prawdopodo-

bienstwo wylosowania doktadnie k£ = 7 elementdéw z cecha X stosujac

a) wzor doktadny,

b) wzor przyblizony.

Ad. a)

Po zmudnych rachunkach otrzymujemy P, (12, 7) = 0,234.

Ad. b)

Mamy p =b/ N=120/200 = 0,6 <1 i z przyblizonego wzoru dostajemy

P (12,7) ~ (fj (0,6)” -(0,4)° ~0,227.
Widzimy, ze otrzymane wyniki roznig si¢ niewiele.
Zadanie
W urnie znajduje si¢ 25 kul biatych 145 kul czarnych. Losujemy 20 razy wedtug schematu Pélya

dodajac po kazdym losowaniu 2 kule odpowiedniego koloru. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze otrzymamy 7 razy kulg biata.
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2.6. Zagadnienie Bayesa

Dany jest uktad zupelny zdarzen 4,, 4,, ... , A, oraz zdarzenie B okreslone w tej samej prze-
strzeni /. Wiemy, ze zdarzenie B zaszto. Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia 4, (k=1,
2, ..., n) obliczone na podstawie otrzymanej juz informacji o zaj$ciu zdarzenia B, tj. P(4, | B).
Zagadnienie to nazywa si¢ zagadnieniem Bayesa, w ktorym zdarzenia 4, nazywa si¢ przyczy-
nami, a zdarzenie B — skutkiem.

Znajomos$¢ prawdopodobienstw P(4,) 1 P(B | A,) pozwala nam okresli¢ prawdopodobienstwo
P(4, | B). Mamy
P(B-Ay) = P(B)- P(4|B) = P(4;)- P(B|4;) = P(4 - B),

skad
P(Ag)- P(BLA)

P(A;|B) = P(B)

Zdarzenia 4,, A,, ... , A, stanowia jednak uktad zupelny zdarzen, t;.
P(B)= P(A;-B+ Ay -B+...+ A, -B),
wigc ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite mamy
n
P(B)= ) P(4;)- P(B|4).
i=1

Zatem ostatecznie

P, |5y = LA PBLAL)

n

> P(4;)-P(B|4;)

i=1

Wzér ten nosi nazwe¢ wzoru na prawdopodobienstwo a posteriori, tzn. prawdopodobienstwo
przyczyny. Czgsto jest tez nazywany wzorem Bayesa.

Przyklad 2.8. Dane sa dwie urny z kulami: urna 4, ktéra zwiera 6 czarnych i 9 biatych kul oraz
urna 4, z 5 czarnymi 1 15 biatymi kulami. Wylosowano kule biata. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze pochodzi ona z urny A4,?

Znany jest fakt wyciagnigcia kuli bialej. Pytamy o prawdopodobienstwo, ze jest
ona z urny 4,. Ze wzoru Bayesa mamy

P(A4,)- P(B|4,)

P = B Pl A + PUAs) P(BI )

gdzie przez B oznaczyliSmy zdarzenie polegajace na wyciagnigciu kuli bialej.
Poniewaz
9 15

1 1
P(A) =7, P(h)==, PBlA) =2 P(Bl4)=—,

wigc
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Zadania

. Mamy 2 urny typu 4, zawierajace po 3 biale i 7 czarnych kul, 3 urny typu 4, zawierajace po
2 biate, 3 czarne 1 5 zielonych kul oraz 5 urn typu 4,, w kazdej z ktorych znajduje sig 1 biata
19 czarnych kul. Wyciagnigto kulg, ktora okazata si¢ biata. Jakiemu typowi urny odpowiada
najwigksze prawdopodobienstwo pochodzenia tej kuli i jaka jest jego wartos¢ liczbowa.

. W pewnym miescie sa trzy lotniska 4,, 4, 1 4;, posiadajace samoloty sanitarne.Prawdopodo-
bienstwo, ze jest do dyspozycji samolot na lotnisku 4, jest rowne 1/5, Ze na lotnisku 4, réwne
2/5, ana lotnisku A4, réwne 4/5. Prawdopodobienstwo otrzymania potaczenia telefonicznego
z lotniskiem A4, za pierwszym wybraniem numeru jest rowne 3/5, z lotniskiem 4, réwna si¢
1/5, a z lotniskiem A, réwna si¢ 1/5. Uzyskano samolot sanitarny po pierwszym wezwaniu
telefonicznym. Z ktdérego lotniska najprawdopodobniej uzyskano samolot?

. W urnie znajduje si¢ 5 kul, przy czym kazda z nich moze by¢ czarna lub biata. Losujac 4 razy
po jednej kuli ze zwrotem wylosowaliSmy jedna kule biata 1 trzy czarne. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze w urnie znajduje si¢ jedna kula biata 1 cztery czarne?

Zadania dotyczace réznych schematéw prawdopodobienstwa

. Mamy 3 urny typu 4,, 2 urny typu 4, 1 5 urn typu 4,. Kazda z urn typu 4, zawiera 1 biala
19 zielonych kul, kazda urna typu 4, zawiera 3 biale, 6 zielonych i 1 czarna kulg, a w kazde;j
urnie typu 4, znajduje si¢ 7 kul biatych, 1 zielona i 2 czarne.
A. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pobrana losowo kula okaze si¢ zielona.
B. Losujemy po jednej kuli z kazdego typu urny. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
1) kule te beda réznych kolorow,
i1) kule beda tego samego koloru,
i) doktadnie dwie kule beda tego samego koloru,
v) co najmniej dwie kule beda tego samego koloru,
v) dwie kule beda biale,
vi) co najmniej jedna kula bedzie biata.
C. Losujemy trzy razy po jednej kuli za kazdym razem zwracajac ja. Obliczy¢:
1) najbardziej prawdopodobna liczbe kul biatych wsrod kul wylosowanych i prawdopo-
dobienstwo wylosowania tej liczby kul,
i1) prawdopodobienstwo, ze co najwyzej jedna kula bedzie czarna.
D. Wylosowano jedna kulg, ktora okazata si¢ zielona. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze po-
chodzi ona z urny typu 4,.
E. Co najmniej ile kul nalezy pobra¢ losowo, aby z prawdopodobienstwem nie mniejszym
od 0,9 mozna byto twierdzi¢, ze nie wszystkie kule sa tego samego koloru?
F. Losujemy dwukrotnie po jednej kuli za kazdym razem zwracajac ja. Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, ze obie kule beda pochodzity z urny typu 4, i obie bgda zielone.
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G. Losujemy urng, a potem kolejno dwie kule uprzednio wylosowanej urny. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze
1) beda one roznych kolorow,
i1) obie beda biale.

H. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, e jesli losujemy kule ze zwracaniem tak dtugo, az otrzy-
mamy dwie kule biale, to liczba losowan begdzie rowna trzy.

2. Napewnym kierunku studiow sktad grup studenckich jest nastepujacy: w grupie I jest 14 stu-
dentek i 11 studentéw, w grupie II jest 12 studentek i 12 studentow, a w grupie 11 jest 17 stu-
dentek 1 5 studentow.

A. Zlisty zawierajacej alfabetyczny spis catego roku wybrano losowo jedna osobg, ktora oka-
zala si¢ studentka. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, e wybrana studentka nalezy do gru-
py 1L

B. Z trzech list, po jednej dla kazdej grupy, losowano jedna osobg, ktora okazala sig
studentka. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze nalezy ona do grupy III.

3. Urzadzenie sktada sig z trzech zespolow typu 4, trzech zespolow typu B oraz czterech zespo-
tow typu C. Urzadzenie przestaje dziata¢, jesli dzialaja mniej niz dwa zespoty danego typu.
Prawdopodobienstwo zepsucia si¢ zespotu danego typu w pewnym okre§lonym czasie jest
rowne odpowiednio P(4) =0,1, P(B)=0,11P(C)=0,2.

A. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze urzadzenie przestanie w danym czasie dzialac.
B. Urzadzenie przestalo dziataé. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zdarzenie zaszto z powo-
du awarii zespotéw typu C.

4. 7 talii 52 kart losujemy po kolei 5 kart ze zwracaniem karty po kazdym losowaniu.
A. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania jednego pika, dwoch trefli, jednej karty karo
i jednego kiera.
B. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kart jednego koloru i po jednej karcie
pozostatych koloréw.



