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Zadania

1. Dany odcinek podzieli¢ dwoma punktami na trzy czgsci. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
z tych czesci da si¢ zbudowac trojkat?

2. Monetg o promieniu » rzucono na parkiet utworzony z przystajacych kwadratow o boku 2a.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze moneta przykryje cz¢s§ciowo przynajmniej dwa kwadrat,
jeslir<a.

3. W kwadrat wpisano trojkat tak, ze podstawa trojkata jest podstawa kwadratu, a trzeci wierz-
chotek dzieli przeciwlegty bok kwadratu na polowy. W trdjkat ten wpisano koto. We wngtrzu
kwadratu pojawia si¢ losowo punkt M. Zaktadajac, ze prawdopodobienstwo pojawienia si¢
punktu M w dowolnym obszarze nalezacym do kwadratu zalezy jedynie od miary tego obsza-
ru, obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
a) punkt pojawi si¢ w kole,

b) punkt pojawi si¢ w kole przy zatozeniu, ze pojawit si¢ w trojkacie.

4. Na stot podzielony na rowne prostokatne trojkaty rOwnoramienne o ramionach a pada moneta
o promieniu r. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze moneta nie przetnie zadnego boku trojkata.
Poda¢ warunek na promien r.

1.5. Prawdopodobienstwo warunkowe

Czasami zdarza sig, ze informacja o zaj$ciu zdarzenia B ma wptyw na wartos¢ obliczanego
prawdopodobienstwa zdarzenia 4.

Przyklad 1.9. Rzucamy dwiema kostkami. Obliczy¢ prawdopodobienstwo:
a) zdarzenia 4 polegajacego na otrzymaniu sumy oczek nie wigkszej od czterech,
b) zdarzenia B polegajacego n a otrzymaniu dwoch oczek co najmniej na jednej
kostce,
c) zdarzenia polegajacego na tym, Ze co najmniej na jednej z kostek otrzymamy
dwa oczka i ze suma oczek bedzie nie wigksza od czterech,
d) zdarzenia polegajacego na tym, ze suma oczek otrzymanych na obu kostkach
bedzie nie wigksza od czterech, jesli na jednej kostce otrzymano dwa oczka.
Ad. a)
Zbior podstawowy [ zdarzen elementarnych przy rzucie dwiema kostkami jest
nastepujacy (36 zdarzen):
1D, @D, G D, 41, 5,1, (6,1),
(1,2), (2,2), 3,2), 4,2), (5,2), (6,2),
(1,3), (2,3), (3,3), (4,3), (5,3), (6,3),
1,4, 2,4, G.4), 44, 5,4, (6,4,
(1,3, 2,5, 3,5, 45), (5,5), (6,5),
(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6).
Zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest 6:
I, @1, G,
(1,2), (2,2),
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(1, 3).
Z klasycznej definicji prawdopodobienstwa mamy P(A4) = S l
Ad. b) 36 6

Zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B jest 11:
(1,2), 2,1, 3,2), 4.2), (5,2), (6,2),
2,2),
2, 3),
2, 4),
2,5),
(2, 06).
11
Zatem P(B)=—.
36
Ad. ¢)
Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo chcemy obliczy¢ polega na tacznym
zaj$ciu zdarzen A4 1 B. Sa 3 zdarzenia sprzyjajace temu zdarzeniu:
(1,2), @D,
(2,2).
3 1
Zatem P(A-B)=—=—.
36 12
Ad. d)
W tym przypadku zbiorem podstawowym jest zbidr tych par liczb — zdarzen ele-
mentarnych zbioru /, ktore zawieraja co najmniej jedna dwdjke. Mamy 11 takich
par:
(1,2), 2,1, 3,2), 42), (5,2), (6,2),
(2,2),
2,3),
2, 4),
2,5),
(2, 6).
Sprzyjajace sa te pary liczb, ktérych suma jest nie wigksza od czterech. Sa trzy
takie pary:
(1,2), @D,
(2,2). 3
Szukane prawdopodobienstwo jest zatem rowne —.

Zdarzenie polegajace na zaj$ciu zdarzenia A4, przy zatozeniu, ze zaszto zdarzenie B oznacza-
my symbolem A|B, a prawdopodobienstwo tego zdarzenia P(A4|B) nazywamy prawdopodobien-
stwem warunkowym.

Dla zad. d) z przyktadu 1.9 mozemy napisa¢ P(A|B) = 3

11

Niech n oznacza liczno$¢ podstawowego zbioru zdarzen elementarnych, wérod ktorych jest
k zdarzen sprzyjajacych zajs$ciu zdarzenia B oraz [ zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia 4-B.

Mamy

Pa-By =L, Py =k, P(A|B):é,
n n
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gdyz podstawowy zbior zdarzen dla zdarzenia 4|B ma k zdarzen elementarnych (liczebnos$¢
zbioru B). Stad

[

P(AIB) = - _P4-B)

P(B)

SHENERES

Powyzszy wzor jest podstawa definicji prawdopodobienstwa w przypadku dowolnego zbioru
zdarzen elementarnych /.

Definicja 1.5. Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A przy zatozeniu, ze za-
szto zdarzenie B nazywamy iloraz prawdopodobienstwa tacznego zaj$cia zdarzen
A 1 B oraz prawdopodobienstwa zdarzenia B:
P(A-B)

Wz6r ten mozna te napisaé w postaci
P(4-B) = P(B)- P(A|B), (*)

co czytamy: prawdopodobienstwo lacznego zajscia zdarzen A4 i1 B jest rowne iloczynowi praw-
dopodobienstwa zdarzenia B przez prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia 4 przy zatozeniu,
ze zaszto zdarzenie B.

Uogodlnienie wzoru (*) na wigksza liczbe zdarzen jest nastgpujace:
P(A;-Ay-Asy-...-A,)=P(Ay) - P(Ay| A1) P(A3| Ay - Ay)-...- P(A,)| A1 - Ay -...- 4, 7).
Wynika to z kolejnego postugiwania si¢ wzorem (*):

P(Ay-Ay-... A,)
= P(A4y)-P(Ay - A3-...- 4,] Ay)
= P(Ay)-P(Ay| Ay)- P(A3 - Ay -...- A,| A3 A7)
==P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 Az)P(An|A1 A2 An—l)

Przyklad 1.10. Nakazdej z pigciu kartek papieru napisano jedna z cyfr: 1, 2, 3,4, 5. Pobieramy
losowo 1 bez zwrotu trzy kartki. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A po-
legajacego na tym, ze suma otrzymanych cyfr begdzie liczba parzysta.
Najpierw rozwazmy to zadania bez postugiwania si¢ prawdopodobienstwem
warunkowym. Zauwazmy, ze na parzystos¢ sumy trzech cyfr nie ma wptywu
kolejnos¢ sktadnikow. Poniewaz losowanie odbywa si¢ bez zwracania, wigc
cyfry w danej sumie nie beda powtarzaly si¢. Liczba wszystkich mozliwych

5
zbiorow (trojek sktadnikow) jest rowna (3) = 10. Liczba przypadkow sprzyja-
jacych jest rowna liczbie sposobow wylosowania dwoch cyfr sposrod cyfr nie-

3) (2
parzystych 1 jednej sposrdd parzystych, czyli (J [J = 6. Stad
6 3
P(A)=—=-—.
(4) 10 5
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Rozwazmy teraz to zadanie w oparciu o prawdopodobienstwo warunkowe. Jed-
na kartka z cyfra parzysta moze wystapi¢ albo w pierwszym, albo w drugim,
albo w trzecim losowaniu. Oznaczmy przez A, zdarzenie polegajace na otrzy-
maniu cyfry parzystej w k-tym losowaniu (k= 1, 2, 3), aprzez A, —cyfry nie-
parzystej. Mamy
P(A)=P(A1 i A2 i A3 albo A1 i Ay i A3 albo A i A2 i 43)
=P(A1 1 A2 1 A3)+P(41 1 4y 1 A3)+P(4; 1 A2 1 43)
= P(A1)- P(A2| A1) P(A43| A1-A2)
+ P(A1)- P(Ay| A1) P(A3| 41 - Ay)

- - - 322 3
+ P(Ay) - P(A2|Ay)- P(A3]|4;-A2)=3-—-—- —==.
(Ay)- P(A2]4y)- P(A3] 4, - 42) S 133
Definicja 1.6. Mowimy, ze zdarzenie A jest niezalezne od zdarzenia B, gdy zachodzi jeden
z dwu przypadkow:
a) P(A|B)=P(A) i P(B)>0,
b) P(B)=0.

Jezeli P(A|B) > P(A), toméwimy, ze zaj$cie zdarzenia A wplywa pozytywnie na zaj$cie zda-
rzenia 4, natomiast gdy P(A|B) < P(A), to méwimy, ze zaj$cie zdarzenia B ma wplyw negatyw-

ny na zajscie zdarzenia 4.

Przyklad 1.11. W urnie znajduja si¢ 3 kule biale i 4 kule czarne.Jakie jest prawdopodobienstwo
zaj$cia zdarzenia B polegajacego na otrzymaniu dwoch kul biatych, przy zato-
zeniu, ze losujemy z urny dwa razy i po pierwszym losowaniu kula nie zostaje
zwrécona do urny?

Oznaczmy:

B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej za pierwszym razem,
B, — kuli bialej za drugim razem.

Zdarzenie B, jest zalezne od zaistnienia zdarzenia B,. Zaj$cie zdarzenia B,
zmniejsza szansg zajscia zdarzenia B,, gdyz po wylosowaniu pierwszej kuli bia-
lej zmniejsza si¢ liczba kul biatych w urnie. Zaj$cie zdarzenia B polega na facz-
nym zaj$ciu zdarzen B, 1 B,. Zatem

P(B) = P(By-By) = P(By)- P(By| B)) = %

2| w
YIS

Twierdzenie 1.16. Jezeli zdarzenie A jest niezalezne od zdarzenia B, to zdarzenie B jest nieza-
lezne od zdarzenia A.

Dowéd. Ze wzoru (*) mamy:

a) P(A-B)= P(B)- P(A|B), jesli P(B)>0,

b) P(B- A) = P(A)- P(B| A), jesli P(A4)> 0.

Na podstawie pierwszego przypadku w definicji 1.6 1 a) mamy
¢) P(A-B)= P(B)- P(A).

Z b)ic) wynika, ze

P(A)- P(B|A) = P(B)- P(A), bo A-B=B-A.
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Dzielac tg rownos¢ przez P(A) >0 otrzymujemy
P(B| 4) = P(B),
co, zgodnie z definicjq 1.6, §wiadczy o niezalezno$ci zdarzenia B od 4. Je$li natomiast mamy

przypadek, ze P(A) =0, to niezalezno$¢ zdarzenia B od zdarzenia 4 wynika natychmiast na
podstawie drugiego przypadku w definicji 1.6. u

Z twierdzenia 1.16 wynika, ze wlasno$¢ niezalezno$ci zdarzen jest symetryczna. Mozna
zatem sformutowac

Definicja 1.7. O zdarzeniach 4 i B méwimy, ze sa wzajemnie niezalezne, gdy zachodzi jeden
z dwu przypadkow:
a) P(4)>0 i P(B)>0 oraz P(A|B)= P(A),
b) P(4)=0 lub P(B)=0.

Wazne (z uwagi na zastosowania) jest nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.17. Na to, aby zdarzenia 4 1 B byly niezalezne potrzeba i wystarcza, by
P(A-B)= P(A)- P(B).

Dowdd. (warunek konieczny, tj. jesli zdarzenia A i B sq niezalezne, to zachodzi podana rownosc)
Na podstawie wzoru (*) mamy

P(A-B)= P(A)- P(B|A) = P(B)- P(A|B).
Jesli zdarzenia 4 1 B sa niezalezne oraz P(A4) >0 1 P(B)> 0, to na mocy definicji 1.7 mamy
P(B|A)= P(B) i P(A|B)=P(A),
azatem P(A-B)= P(A)- P(B). Gdy zdarzenia sa niezalezne wskutek faktu, ze P(A4) =0 lub
P(B) =0, toponiewaz A4-Bc A, ztwierdzenia 1.11 otrzymujemy P(A-B) < P(A) =0, czyli
P(A-B)=0.Gdy P(A) =0, tokorzystamy z faktu, ze 4-B < B iotrzymujemy ten sam wnio-
sek.
(warunek wystarczajqcy, tj. jesli P(A-B) = P(A)- P(B), to zdarzenia A i B sq niezalezne)
Gdy P(A)>0 1 P(B)>0, toz porownania wzoru
P(A-B)= P(A)- P(B)
z wzorem (*) mamy
P(B|A)= P(B) i P(A|B)=P(A),
co oznacza, ze zdarzenia 4 i1 B sa niezalezne. Gdy rownos¢
P(A-B)= P(A)- P(B)

jest spelniona, bo obie jej strony sa rowne zeru, to P(A) =0 lub P(B) =0, ato oznacza (zob.
definicja 1.7 p. b)), Zze zdarzenia A4 i1 B sa niezalezne. u

Z pojecia prawdopodobienstwa warunkowego korzysta si¢ w twierdzeniu o tzw. prawdopo-
dobienstwie zupetnym (catkowitym).

Twierdzenie 1.18. Jezeli zdarzenia A,, A,, ... , A, tworzq ukiad zupetny zdarzen, to prawdopo-
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dobienstwo dowolnego zdarzenia B dane jest wzorem

P(B)= Y P(4;)-P(B| 4;).
i=1

Dowdd. Niech B oznacza dowolne zdarzenie nalezace do algebry S utworzonej w przestrzeni /.
Niech zdarzenia 4,, 4,, ... , A, tworza uktad zupelny zdarzen, tzn.
Ay + Ay +...+ 4, =1,
przy czym A; - A; =0 dlai#j(i,j=1,2,...,n). Pomn6zmy obie strony ww. rownosci przez B:
B-(Aj+A4y +...+4,)=8-1.
Na podstawie aksjomatu X algebry mamy B * I = B, a na podstawie aksjomatu IX mamy
B-(Aj+Ay+...+4,)=B-Ai+B-4A, +...+B- 4,,.

Zatem
Ay-B+A4,-B+...+ A4, -B=B.

Wz6r ten oznacza, ze zajscie zdarzenia B jest rOwnowazne zaj$ciu tego zdarzenia z jednym ze
zdarzen 4,, A, ... , A,. Zdarzenia 4, - B, A, * B, ... , A, - B wykluczaja si¢ parami, bo

(4;-B)-(A;-B)y=4;-A;-B=(4;-4;)-B=0-B=0
dlai #j. Stad
P(B)= P(A;-B)+ P(Ay -B)+...+ P(4,, - B).
Ze wzoru (*) dla kazdego k=1, 2, ... , n mamy jednak
P(A4y - B) = P(Ay)- P(B| 4y),
skad wynika teza twierdzenia. =

Pojecie uktadu zupelnego zdarzen mozna rozszerzy¢ na przypadek algebry prawdopodobien-
stwa [/, S, P.], gdzie zbior I moze by¢ zbiorem o dowolnej liczbie elementow.

Definicja 1.8. Mowimy, ze ciag zdarzen 4, (i = 1, 2, ...) nalezacych do algebry S tworzy uktad
zupetny w szerszym sensie, jezeli zdarzenia te wykluczaja si¢ parami, tj.

AZ.AJ =0 dla li] (i,j=1,2,...)
oraz

P

ZA,,]_L
n=1

Uwaga: Roznica migdzy ta definicja i definicja ze skonczona liczba zdarzen jest taka, ze nie
wymaga sig, aby

tzn. moze by¢ tak, ze
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byle tylko

Znaczenie zagadnienia zaleznos$ci zdarzen jest wazne dla tzw. fancuchow Markowa (A. A.
Markow, 1856 — 1922, matematyk rosyjski). Przypusémy, ze przeprowadzamy seri¢ kolejnych
doswiadczen i ze sa okreslone prawdopodobienstwa, ze w pierwszym do$wiadczeniu, zwanym
réwniez krokiem, pojawia si¢ zdarzenia 4, 4,, ... , A, stanowiace uktad zupelny zdarzen (zdarze-
nia 4,, 4,, ... , A, nazywa si¢ tez stanami). Niech prawdopodobienstwa pojawienia si¢ zdarzen
w drugim kroku zaleza od tego jakie zdarzenie zaistniato w pierwszym kroku itd.. Tego rodzaju
tancuch kolejno realizowanych zaleznych doswiadczen nazywa si¢ skokowym tancuchem Mar-
kowa.

Lancuch Markowa nazywa si¢ prostym, jesli prawdopodobienstwa przyjecia przez uktad roz-
nych stanéw w kazdym kolejnym kroku zalezy tylko od stanu, ktéry ten uktad przyjal w po-
przednim do$wiadczeniu i nie zalezy od wszystkich stanéw, ktore zaszty wczesnie;.

Przyklad 1.12. Zat6zmy, Ze przeprowadzamy seri¢ kolejnych doswiadczen tak, ze w wyniku
kazdego znich moze zaj$¢ zdarzenie 4 lub zdarzenie przeciwne 4. Oznaczmy
te zdarzenia w n-tym doswiadczeniu przez A4, 1 A, a prawdopodobienstwa
ich zajscia przez p, 1 q,, tzn.

Pn ZP(An), 9n ZP(Zﬂ)zl_pn'

Niech w przypadku zaj$cia zdarzenia 4 w n-tym do$wiadczeniu prawdopodo-
bienstwo zajscia zdarzenia 4 w (n + 1)-szym do$wiadczeniu rowna si¢ a.
W przypadku, gdy zdarzenie 4 nie zajdzie w n-tym do$wiadczeniu, to niech
prawdopodobienstwo jego zajscia w (n + 1)-szym do§wiadczeniu wynosi b, tj.

P(Api|Ay)=a i P(Ayiq|An)=b.

Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo p, zajscia zdarzenia A w n-tym do-
$wiadczeniu znajac p,, a i b.

Zdarzenie A, realizuje si¢ facznie z jednym z dwoch zdarzeh wykluczaja-
cychsig 4, 1 An, .

Apiy = Ay - Ay +Zﬂ Ay
Na mocy twierdzenia 1.18 mamy
P(Ay41) = P(A,) P(Aya | 4,) + P(An)- P(Ayar | An).
Korzystajac z przyjetych oznaczen mozemy napisac

Pn+1 =Py -atqy, 'bzpn 'a+(1_pn)'b=pn “(a—b)+b.
Napiszmy ten wzor dlan =1, 2, 3, ... . Mamy
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pr =p1-(a=-b)+b

= p1(a—b)+bi4ED

l-a+b
b _b{a—m

l-a+b 1-a+b

b j b
= - (a-b)+ ,
(pl Zaxp) O

p3 =py-(a—b)+b

b b
B B b a2 b
_(pl l—a+bj (@=b) +1—a+b'

Zatozmy, ze

=p1-(a=-b)+

b
l—-a+b’

P (pl 1—a+b) (a=0)

Pokazemy, ze

b
1-a+b

b
l—-a+b’

P+l =(p1— j-(a—b)”+

Mamy

Pns1 = Pp(a-b)+b
_[ b ) gy, @b=b? tb-a b+ b’
S\ P Tgy ) @ l-atbh ’

co po redukcji konczy dowdd.

Uzyskany tu ciag prawdopodobienstw jest najprostszym przypadkiem fancu-
cha Markowa (bo w kazdym kroku zachodza tylko dwa zdarzenia). Po przej-
$ciu do granicy, gdy n ~ o, mamy

= lim = b
P n—>oopn 1—a+b'

Zauwazmy, ze warto$¢ p nie zalezy od prawdopodobienstwa p,.

Przyklad 1.13. (praktyczny) Niech prawdopodobienstwo, Ze po wyjezdzie zdomu napotkamy
na pierwszym skrzyzowaniu zielony sygnat swietlny bedzie rowne 0,5. Sygnali-
zacja jest tak ustawiona, ze w przypadku zatrzymania si¢ na dowolnym skrzyzo-
waniu przy $wietle czerwonym prawdopodobienstwo tego, ze na nast¢gpnym
skrzyzowaniu zastaniemy $wiatto zielone jest rowne 0,95, a prawdopodobien-
stwo tego, ze jesli na dowolnym skrzyzowaniu bedziemy mieli $wiatlo zielone,
to na nast¢pnym tez bedzie zielone wynosi 0,3.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze po wyjezdzie z garazu na trzecim skrzy-
zowaniu bedzie $wiatto zielone.
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b) Obliczy¢ prawdopodobienstwo graniczne.
Ad. a)
Na podstawie wzoru z poprzedniego przyktadu mamy

b
l1-a+b

= — . —b2+
P (pl 1—11+b)(a )

:(Qyn——ggl—g-mg—ogﬂz+——9£i——zaam
1-0,3+0,95 1-0,3+0,95
Ad. b)

b 095
P a b 120340095

~ 0,576.

Zadania

1. (poréwnaj zadanie 3 po punkcie 1.2) Mamy dwie urny z kulami: urng [ zawierajaca 6 kul bia-
tychi 3 kule czarne oraz urng I, w ktorej znajduj si¢ 4 kule biate 1 6 kul czarnych. Zaktadajac,
ze po kazdym losowaniu nie zwracamy kuli, obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania
a) dwoch kul biatych, jesli losujemy z urny 1,

b) dwdch kul czarnych, jesli losujemy z urny I,

¢) trzech kul biatych, jesli losujemy z urny I,

d) trzech kul czarnych, jesli losujemy z urny II,

e) dwoch biatych 1 jednej czarnej, jesli losujemy trzy kule z urny I,

f) dwoch kul — jednej bialej i1 jednej czarnej, jezeli losujemy po jednej kuli z kazdej urny,

g) dwoéch kul — jednej bialej i jednej czarnej, jezeli losujemy tylko z jednej urny, lecz nie wia-
domo z ktore;,

h) trzech kul — jednej biatej i dwdch czarnych, jezeli losujemy z urny I,

1) trzech kul —jednej biatej i dwoch czarnych, jezeli losujemy z jednej urny, ale nie wiadomo
z ktore;j.

2. W kazdej z pigciu urn pierwszej serii znajduja si¢ 4 kule biate i 6 czarnych, a w kazdej z 0s$-
miu urn drugiej serii znajduje si¢ 9 kul biatych i 7 czarnych. Siggamy losowo do jednej z urn
serii i wyciagamy jedna kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagnigta kula bedzie
biata?

3. W kazdej z dwu urn typu 4, znajduja si¢ 2 kule biate i 8 czarnych, w kazdej z siedmiu urn
typu 4, znajduje si¢ 6 kul bialych i 4 czarne, a w jednej urnie typu 4, znajduje si¢ 9 kul bia-
tych i 1 kula czarna.

A. Siggamy losowo do jednej z urn jednego z typdw 1 wyciagamy jedna kulg. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze wyciagniemy biala kulg.

B. Pobrano losowo 3 kule ze zwracaniem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze co naj-
mniej jedna kula bedzie czarna.

C. Ile razy nalezy losowac¢ kulg ze zwracaniem, aby z prawdopodobiefistwem 0,95 mozna
byto twierdzi¢, ze nie otrzymamy wszystkich kul biatych?

4. Z talii 52 kart wylosowano kart¢ i nie ogladajac jej wsunigto do drugiej takiej samej talii kart,
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po czym karty potasowano. Z powigkszonej o jedna karte talii wylosowano znéw jedna karte
1, nie ogladajac jej, wlozono do trzeciej talii 52 kart, tasujac ja potem. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo wylosowania damy z trzeciego zbioru kart?

5. Z talii 52 kart losujemy dwie karty bez zwrotu. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania
asa pozostatych 50 kart, jezeli nie wiadomo, jakie karty zostaty uprzednio wyciagnigte?

6. Mamy trzy maszyny typu 4, pie¢ maszyn typu B i dwie maszyny typu C. Kazda z nich produ-
kuje tg sama ilo$¢ towaru 1 dla typu 4 mamy: 50% wyrobow I gatunku, 45% wyrobow II ga-
tunku, resztg stanowia braki; dla typu B: 80% wyrobow I gatunku, 17% wyrobow II gatunku,
resztg stanowia braki; dla typu C: 30% wyrobow I gatunku, 69% wyrobow II gatunku i 1%
brakow.

A. Pobieramy losowo po jednej sztuce z kazdego typu maszyn. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo tego, ze dwie sztuki bgda pierwszego, a jedna drugiego gatunku.

B. Pobieramy losowo 3 sztuki ze zwrotem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze dwie sztuki
beda drugiego gatunku.

7. Rzucono trzy kosci do gry. Jezeli na zadnej z nich nie wypadnie ta sama liczba oczek, to jakie
jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej na jednej z nich wypadnie jedno oczko?

8. Z urny, w ktorej jest b kul biatych i ¢ kul czarnych wyjgto jedna kule i nie ogladajac jej wrzu-
cono do drugiej urny, w ktorej jest b, bialych i ¢, czarnych kul. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z drugiej urny?

9. W skrzyni mamy 8 szpul nici biatych, 5 czarnych 4 zielonych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze przy trzykrotnym losowaniu otrzymamy doktadnie dwie szpule nici tego samego koloru,
jesli losowanie odbywa sig ze zwracaniem.

10. Dwaj zawodnicy A4 1 B graja w warcaby. Umowiono sig, ze pierwszy ruch w kazdej roz-
grywce nalezy do zwycigzcy. W kazdej grze szansa wygrania wynosi k/(k + 1) na korzys¢
tego, ktéry ma pierwszy ruch. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra w n-tej roz-
grywce.



