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Wyktady sa przeznaczone wytacznie do indywidualnego uzytku przez studentdw informatyki Po-
litechniki Poznanskiej. Nie moga by¢ one powielane i rozpowszechniane ani w catosci, ani we
fragmentach za pomoca urzadzen elektronicznych, mechanicznych, kopiujacych, nagrywajacych
i innych, w tym roéwniez nie moga by¢ umieszczane ani rozpowszechniane w postaci cyfrowej
zarOwno w Internecie, jak 1 w sieciach lokalnych.



. POJECIE | PEWNE WLASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

1.1. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa pochodzi od Pierre-Somona Laplace’a (1749 —
— 1827), matematyka, fizyka i astronoma francuskiego i zostata sformutowana w 1812 roku.

W definicji tej zaktada si¢, ze dana jest skonczona przestrzen zdarzen elementarnych i defi-
niowane jest prawdopodobienstwo zdarzenia za pomoca zdarzen jednakowo mozliwych, ktére
przyjmuje si¢ za podstawowe, nie podlegajace okresleniu. Stwarza to trudno$¢ praktyczna w
ustaleniu, czy rozwazane zdarzenia elementarne sa jednakowo mozliwe. Ograniczenie to po-
woduje, ze definicja znajduje zastosowanie w waskiej dziedzinie — do rozwiazywania zadan
zwiazantcg z grami roznego rodzaju, na przyklad przy rzucie kostka do gry.

Niech 7 oznacza zbior podstawowy zdarzen elementarnych 4,, 4,, ... , 4, jednakowo mozli-
wych. Okre§lmy zbior S sktadajacy si¢ ze zdarzenia niemozliwego O, wszystkich zdarzen 4,

(i = 1,2, ..., n) zbioru I oraz wszystkich zdarzen 4, ktére moga by¢ utworzone ze zdarzen ele-
mentarnych 4, zbioru /. Zbior S zawiera 2" wszystkich takich zdarzen.

Jesli, na przyklad, zbidr 7 sktada si¢ z trzech zdarzen elementarnych 4,, 4, 1 45, to zbidr S
sktada sie z 2° = 8 zdarzen:
0,4, 4y, A3, A) + Ay, Ay + A5, Ay T A3, A+ Ay A= 1
Zbior S jest ciatem (algebra) zdarzen, gdyz naleza do niego: zdarzenie niemozliwe O, zdarze-
nie pewne / = A4, + A, + ... + A, oraz suma, r6znica i iloczyn zdarzen ze zbioru S.

W ciele S kazdemu zdarzeniu 4 przyporzadkowujemy liczbe P(4) = p zwana prawdopodo-
bienstwem zaj$cia zdarzenia 4 zgodnie z ponizsza definicja.

Definicja 1.1. Jezeli zbior podstawowy sktada si¢ z n zdarzen elementarnych jednakowo mozli-
wych ijezeli wérdd nich jest k& zdarzen sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia 4, to licz-
be

k
P(d)=—

nazywamy prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A.
Prawdopodobienstwo P(A4) mozna uwazac za funkcje zdarzenia 4 okreslona na dziedzinie S.

Przyklad 1.1. Siggamy do urny, w ktorej jest jednakowa liczba kul biatych i czarnych. Jest row-
nie mozliwe (jednakowo prawdopodobne), ze wylosujemy kulg czarna, jak biata.
Jesli jednak w urnie znajduja si¢ biate kule drewniane i czarne zelazne, a losowa-
nie odbywa si¢ za pomoca magnesu, to sytuacja jest inna: kule biate nie maja
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Przyklad 1.2.

Przyklad 1.3.

zadnych szans wylosowania, natomiast wylosowanie kazdej z kul czarnych jest
jednakowo prawdopodobne.

Ile trzeba wydac ztotych, aby by¢ pewnym, wygrania ,,szostki” w duzym lotku?

. . 49 .
Zbidr zdarzen elementarnych sktada si¢ z ( 6] zdarzen. Jest tylko jedno zdarze-

nie sprzyjajace. Zatem

1 123456
49\ 49! 44.45.46-47-48-49
6) 436!

P(széstka) = ~ 7,15-107%.

. . e . (49 s
Trzeba ,,obstawi¢” wszystkie mozliwosci, a wige 6= 13983 816. Jezeli jeden

zaktad kosztuje 3 ztote, to trzeba wydac 41 951 448 zlotych.

Rzucamy dwiema kostkami.Niech zdarzenie 4 polega n tm, ze suma oczek jest

liczba nieparzysta, a zdarzenie B — na otrzymaniu jedynki co najmniej na jednej

kostce. Opisa¢ zdarzenia 4-B, A+ B, A-B )kresk u gory oznacza zdarzenie

przeciwne). Mamy

A- B — otrzymanie z obu kostek niparzystej liczby oczek i otrzymanie jedynki
wytacznie na jednej kostce,

A+ B— suma oczek jest nieparzysta lub chociaz na jedenj kostce pojawi sig je-
dynka,

A-B— suma oczek jest nieparzysta i wykluczenie jedynki na jakiejkolwiek
kostce.

Zbidr podstawowy sktada sig z 36 jednakowo mozliwych zdarzen elementarnych:

(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
2, 1), (2,2), (2,3), 2,4, (2,5), (2,6),

6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6.5), (6,6)

Zbior 4- B sktada si¢ z nastgpujacy zdarzen elementarnych:
(1,2), (1,4), (1,6), (2,1), (4, 1), (6, 1).
Z definicji mamy

6 1
P(A-B)=—==—.

Zbior 4+ B sktada sig z 23 zdarzen elementarnych:

® suma oczek jest nieparzysta (18 zdarzen), tj.

(1,2), (1,4), (1, 6),
2, 1), (2,3), (2,5),
(3,2), 3,4, (3,0),
(4, 1), (4,3), (4,5),
(5,2), 5,4), (5,0),
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(6, 1), (6,3), (6,5),

® chociaz na jednej kostce pojawi si¢ jedynka (11 zdarzen), t;.

(1, D, d.2), (1, 1), d.4), (1,5), (L.6),
2.0, 3,1, @1, 5, 1), (6. 1),

przy czym zdarzenia podkreslone juz wystapity w poprzednim przypadku, Za-

tem
23
P(A+ B)=—.
( ) 36

Zauwazmy, 7€ A-Bc A+ B 1 P(A-B)< P(A+ B).
Zbidr A-B sklada sie z 12 zdarzeh elementarnych:

(2,3), (2,5),
(3,2), (3,4), (3,06),
4,3), (4,5),
(5,2), (5,4), (5,6),
(6, 3), (6,5)
1 mamy
12 1

P(A-E):%—E.

Zauwazmy, ze A-Bc A+ B 1 P(A-B)< P(A+ B).

Zadania

1. Rzucamy raz kostka do gry.. Niech zdarzenie 4 polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek,
B —nieparzystej liczby oczek mniejszej od 3, C — wyrzuceniu jedynki, D — wyrzuceniu niepa-
rzystej liczby oczek, E — wyrzuceniu liczby oczek mniejszej od 4, a F'— wyrzuceniu liczby
oczek wigkszej od 1.

a} Wskaza¢ pary zdarzen wykluczajacych sig.

b) Wskaza¢ pary zdarzen takich, ze jedno zdarzenie jest zawarte w drugim i zapisa¢ w postaci
XcY.

¢) Ktoére z wymienionych zdarzen sa przeciwne?

2. Niech 4, B, C oraz D oznaczaja dowolne zdarzenia. Udowodni¢, ze
a) (A+B+C)-C= A+ B,
b) (4-A4-B)-C=4-(B+O),
C) A-Bc A+ B,
d) 4-B+C-D=(4+ B)-(C+ D),
€) (4+ B)-(A4+B)=1,
f) (4+ B)-(A+ B}-(A+ B)-(4A+ B)= 0,94
g) (A+ B)-(4+C)-(B+C)=A-B+ A-C+B-C,
h) 4-B-C=(A4-B)+(4-C),
i) A-(B+C)=(4- B)-C,
J)) (A-B)+C=(A4+C)-B+B-C,
k) A+ B+C=(4-B)+(B-C)+(C- A)+ A-B-C,
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1) (4- B)-(C-D)= A-(B+C)+(A-D- B),
m) A-(A-(B-(B-C))=A-B-C.

1.2. Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa

Twierdzenie 1.1. Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia pewnego jest rowne 1.

Dowdd. Zbior zdarzen elementarnych, realizujacych zdarzenie pewne, sklada si¢ z catej prze-
strzeni zdarzen elementarnych.. Jesli zdarzen tych jest n, to

PQD:%:L

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, czyli jesli prawdopodobienstwo jakiego$ zdarzenia jest
rowne 1, to jest to zdarzenie pewne. L

Twierdzenie 1.2. Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia niemozliwego rowna sig 0.
Dowéd. Zadne zdarzenie nie realizuje zdarzenia 4, wiec
0
P(4)=—=0.
n

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, czyli jesli prawdopodobienstwo jakiegos$ zdarzenia jest
réwne 0, to jest ono niemozliwe. L

Twierdzenie 1.3. Prawdopodobienstwo P(A) kazdego zdarzenia spelnia nierownosci
0< P(ALL
Dowéd. Liczba zdarzen sprzyjajacych spetnia nieréwnosci
0< k<,

czyli

0<

L
n

skad wynika teza twierdzenia. L

Twierdzenie 1.4. Jezeli A c B, tzn. zajscie zdarzenia A pociqga za sobq zajscie zdarzania B, to

P(A) < P(B}.
Dowéd. Niech w zbiorze A4 bedzie k zdarzen elementarnych. Poniewaz 4 c B, wigc zbiér B
bedzie miat k£ + [ zdarzen elementarnych, gdzie /=1, 2, .... , n - k, a zatem
pay=X KL pep -
n

Twierdzenie 1.5. Jezeli A = B, to P(A) = P(B).

Dowdd. Poniewaz 4 = B, wigc zbiory A i B sktadaja si¢ z tych samych zdarzen elementarnych.
Gdy jest ich £, to
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Hm:%:mm. u

Uwaga: Twierdzenia odwrotne do 1.4 1 1.5 nie sa prawdziwe.

Przyklad 1.4. Niech zdarzenie 4 polega ma wyrzuceniu jednego oczka przy rzucie kostka,
a zdarzenie B — na wyrzuceniu orla przy rzucie moneta. Mamy

P(A) = P(B) =

1 1

6 2 2 B

czyli P(4) < P(B), ale zaj$cie zdarzenia A4 nie pociaga za soba zajscia zdarzenia B
(zdarzenie A nie ma zadnego zwiazku ze zdarzeniem B).

Przyklad 1.5. W worku sa kule malowane jednym i dwom kolorami: 4 kule biate i 4 kule nie-
biesko-zielone. Oznaczmy:
E, — zdarzenie polegajace na otrzymaniu koloru niebieskiego,
E_ — zdarzenie polegajace na otrzymaniu koloru zielonego,
E, — zdarzenie polegajace na otrzymaniu koloru biatego.
Zdarzenia E_i E, sa rownowazne, bo zajscie zdarzenia E, pociaga za soba zaj$cie
zdarzenia E, 1 na odwrot. Mamy

4 1 4 1 4 1
P(Ex)=§=— P(En):§:59 P(Eb)=§=5,

czyli
P(Ez) = P(En) = P(Eb):

Ale zdarzenie E, nie jest rOwnowazne ani zdarzeniu £, ani E..

Twierdzenie 1.6. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajqce na zajsciu jednego z dwu wyklu-
czajqcych sie zdarzen A, lub A, jest rowne sumie tych prawdopodobienstw, tj.

P(A) = P(A4 + 4) = P(A4)+ P(4y).

Dowdd. Niech zbior 4, sktada si¢ z k, zdarzen, a zbior 4, — z k,. Poniewaz zdarzenia 4, 1 A, wy-
kluczaja sig, wigc ich zbiory nie maja elementow wspolnych, a zatem zbior 4 sktada si¢ z k| + &,
zdarzen elementarnych, Stad

k] + kz k2 N k2

P(d)==—=2 =L L= P(4)+ P(d)., u

Twierdzenie 1.7. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajqcego na zajsciu przynajmniej jed-
nego ze zdarzen A,, A, rowna sie sumie prawdopodobienstw tych zdarzen
zmniejszonej o prawdopodobienstwo tqcznego ich zajscia, tj.

P(A4) = P(A4)) + P(4y) - P(A; - 4).
Dowdd. Niech zbior 4, sktada si¢ z k, zdarzen, a zbidr 4, z k, zdarzen. Poniewaz zdarzenia 4,

1 A, nie sa zdarzeniami wykluczajacymi si¢, wigec wsrod k, 1 k, zdarzen istnieje / # 0 zdarzen
wspolnych, ktore powoduja, ze zajscie zdarzenia 4, * A,. Réznych zdarzen powodujacych zajscie



8 L Pojecie i pewne wlasnosci prawdopodobienstwa

zdarzenia 4 jest zatem k, + k, - /. Stad

ki+ky—-1 Kk k [
P(A) = %= 71+72—;= P(A)+ P(A4y) - P(4, - 4).

Przyklad 1.6. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze korzystajac z talii 52 kart 1 wyciagajac
jedna kartg otrzymamy pika lub asa.
Oznaczmy:
A, —zdarzenie polegajace na otrzymaniu pika,
A, —zdarzenie polegajace na otrzymaniu asa,
A — zaj$cie przynajmniej jednego z tych zdarzen.
Zdarzenie 4, * A, polega na otrzymaniu asa pik. Mamy

13 4 1
P(4) = 5 P(4y) = 5 P(A4 - 4) = =

Zatem
Py A L 16 4
52 52 52 52 13

Twierdzenie 1.8. Prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A przeciwnego zdarzeniu A wynosi

P(A) = 1- P(A).

Dowod. Poniewaz zdarzenia 4 1 4 tworza uklad zupelny zdarzen, wiec

P(A+ A)=1.

Sa to zdarzenia roztaczne a zatem

P(A+ A) = P(A)+ P(A),
skad wynika podany wzor. u

Zadania

1. Dokonujemy trzech rzutow moneta. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
a) dwukrotnego,
b) co najmniej dwukrotnego,
¢) co najwyzej dwukrotnego
pojawienia si¢ orla.

2. Wybieramy jedna z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, a nastgpnie z pozostatych cyfr — druga, Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo tego, ze
a) za pierwszym razem,
b) za drugim razem,
¢) obydwa razy
bedzie wybrana nieparzysta cyfra.
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3.

Mamy dwie urny z kulami: urng I zawierajaca 6 kul biatych i 3 kule czarne oraz urng II,

w ktorej znajduja si¢ 4 kule biate 1 6 kul czarnych. Zaktadajac, ze po kazdym losowaniu kule

zwracamy, obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania

a) dwoch kul biatych, jesli losujemy z urny I,

b) dwdch kul czarnych, jesli losujemy z urny I,

¢) trzech kul biatych, jesli losujemy z urny II,

d) trzech kul czarnych, jesli losujemy z urny I,

e) dwoch biatych i jednej czarnej, jesli losujemy trzy kule z urny I,

f) dwodch kul — jednej bialej i jednej czarnej, jezeli losujemy po jednej kuli z kazdej urny,

g) dwoch kul —jednej bialej 1 jednej czarnej, jezeli losujemy tylko z jednej urny, lecz nie wia-
domo z ktorej,

h) trzech kul — jednej biatej i dwoch czarnych, jezeli losujemy z urny I,

1) trzech kul — jednej biatej i dwocg czarnych, jezeli losujemy z jednej urny, ale nie wiadomo
z ktorej.

W urnie znajduja si¢ kartki oznaczone liczbami 12, 13, 14, 15, 18, 25, 30. Obliczy¢ prawdo-
podobienstwo, ze wylosujemy liczbe podzielna przez 3 lub 5.

. Zurny, w ktorej jest 7 kul biatych i 3 kule czarne, losujemy trzy razy, zwracajac kule za kaz-

dym razem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wszystkie wylosowane kule beda czarne.

Z urny, w ktorej znajduje si¢ 20 kul biatych i 2 kule czarne losujemy # kul. Znalez¢ najmniej-
sza liczbe losowa n taka, przy ktorej prawdopodobienstwo wylosowania chociaz raz czarnej
kuli jest wigksze od 0,5 zaktadajac, Ze po kazdym losowaniu kulg ktadzie si¢ z powrotem do
urny.

Z talii 52 kart losujemy 7 kart bez zwracania. Obliczy¢ prawdopodobiefstwo, ze
a) doktadnie trzy karty beda pikami,

b) co najmniej dwie kart beda kierami,

¢) co najwyzej piec kart bedzie treflami,

d) dwie karty beda kierami, trzy — treflami, jedna — karo 1 jedna — pik.

. Pobieramy losowo dwie karty z talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze jedna

karta bedzie koloru czerwonego, a druga czarnego?

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsérdd trzech napisanych losowo cyfr otrzymamy
a) dwa powtorzenia,

b) jedno powtdrzenie,

c) zero powtdrzen,

10. Rzucamy moneta tak dtugo, dopoki dwa razy pod rzad nie upadnie ona jedna i ta sama stro-

na. Obliczy¢ prawdopodobienstwo

a) zdarzenia 4 polegajacego na tym, ze doswiadczenie zakonczy si¢ co najwyzej po n rzu-
tach,

b) zdarzenia B polegajacemu na tym, ze do§wiadczenie zakonczy si¢ po parzystej liczbie
rzutow.
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1.3. Algebra prawdopodobienstwa

Przyjmijmy, ze zbiér podstawowy [ zdarzen elementarnych moze by¢ nieskonczony. W takim
przypadku nie mozna uzasadni¢ podanych wtasnosci prawdopodobienstwa w przedstawiony
wczesniej sposob. Niektore z nich trzeba przyjac jako aksjomaty, a inne udowodnié¢ droga deduk-
cyjna. Podejscie takie zostalo zaproponowane przez A. N. Kotmogorowa w 1933 roku.

U podstaw teorii prawdopodobienstwa Kotmogorowa sa dwa zatozenia:

® dany jest niepusty zbidr / zdarzen elementarnych, skonczony lub nieskonczony, zwany prze-
strzeniq zdarzen elementarnych,
® w przestrzeni / jest okreslona borelowska algebra zdarzen S.

Definicja (algebry borelowskiej). Niech b¢dzie damy zbidr / dowolnych elementow. Z elemen-
tow tych tworzymy zbiory A4,, 4,, ... , A,. Zbidr utworzony z tych zbioréw oznaczmy
przez R. Zbiér R nazywamy algebrq lub ciatem 1 oznaczamy przez S, jesli w zbiorze
tym sa wykonywalne dziatania dodawania, mnozenia i dopetnienia spetniajace aksjo-
maty Boole’a:

I. A+ B= B+ A (przemiennos¢ sumy),

II. 4+ (B+ C)=(4+ B) + C (facznos¢ sumy),

II. 4 + O = A4 (O — zbior pusty réwny 1),

IV. A + A = 4 (tautologia sumy),

V.A4:B=B" A (przemienno$¢ iloczynu),

VI.LA-(B:-C)= (4" B)- C (lacznos¢ iloczynu),

VII.4-0=0,

VIIL. 4 - (A + B) = A (absorpcja),

IX.A-(B+C)=A4"-B+A4- C (rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania),

X.A-1=4,

XI. A+ A4 =1,

XII. 4-4 = 0.

Zalozenia 4, € R, A; € R (i,j =1, 2, ..., n) pociagaja przy tym za soba warunki:
1. 4+ 4; €R,

2. 4; eR,

3.1€R.

Gdy uzupelnimy definicje algebry w ten sposéb, ze zaktadajac przynalezno$¢ do zbio-
ru R zbiorow 4, (i=1, 2, ...) Bedziemy postulowac przynaleznos¢ do tego zbioru tak-
ze sumy nieskonczone;j

iAleR,

i=1

to algebre taka bedziemy nazywaé algebrq borelowskq (lub o-algebrq).

Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa dla nieskonczonego zbioru zdarzen ustalaja
aksjomaty Kolmogorowa:

L. Kazdemu zdarzeniu A nalezqcemu do algebry borelowskiej S jest przyporzadkowana w sposob
jednoznaczny liczba nieujemna P(A) zwana prawdopodobienstwem zdarzenia A.
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I1. Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego rowna sie jednosci, tj.
P(I) = 1.

L. Jezeli zdarzenia A,, A,, ... , A,, ... wykluczajq sie parami, to prawdopodobienstwo alternaty-
wy tych zdarzen jest rowne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen, tj.

P(A + Ay + ...+ A, + ..) = P(A)+ P(A)+ ...+ P(4,)+ ....

Definicja 1.2. Borelowska algebrg zdarzen S w przestrzeni /, na ktorej zostata okre§lona dla
kazdego zdarzenia A € S funkcja P(A4) spetniajaca aksjomaty I — III, nazywamy
algebrq prawdopodobienstwa 1 oznaczamy symbolem [/, S, P.].

Korzystajac z podanych zatozen i aksjomatdéw I — III mozna udowodnic¢ nizej podane twier-
dzenia.
Twierdzenie 1.9. P(4) = 1- P(A).

Dowéd. Zdarzenia 4 i A tworza uktad zupelny zdarzen, tj. 4+ 4 = 1. Z aksjomatow II i 111
mamy

P(A)+ P(A) = P(A+ A)= P(I) =1,
skad wynika teza twierdzenia. u

Twierdzenie 1.10. P(0) = 0.

Dowéd. 0O=1= P(O)= P(I)=1- P(I)=1-1= 0. m
Uwaga: W przypadku nieskonczonego zbioru podstawowego / z zatozenia P(4) = 1 nie wynika,
ze zdarzenie 4 jest zdarzeniem pewnym, podobnie jak z faktu, ze P(4) = 0 nie wynika, ze zda-
rzenie A4 jest zdarzeniem niemozliwym.

Twierdzenie 1.11. Jesli Ac B, to P(A)< P(B).

Dowdd. Gdy 4 = B, to P(4) = P(B) na mocy aksjomatu I. Jesli 4 c B, to B=A4 + C, gdzie
C=B-A4, atymsamym A4-C = 0, co oznacza, ze zdarzenia 4 i C sa wykluczajace si¢. Wowczas
na mocy aksjomatu III mamy

P(B) = P(A)+ P(C)

i poniewaz P(C) > 0 (aksjomat I), wiec P(B) > P(A). u

Twierdzenie 1.12. Dla dowolnego zdarzenia A zachodzi
0< P(A)< 1.

Dowo6d. Dowolne zdarzenie 4 € S spelnia warunek
Oc Ac 1.

Z twierdzenia 1.11 wynika, ze P(4) < P(I) i na mocy aksjomatu II mamy P(4) < 1. Z kolei
z aksjomatu I mamy 0 < P(A4). u
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Twierdzenie 1.13. P(B- 4)= P(B)- P(A-B).
Dowéd. Dla dowolnych zdarzen 4 i B jest spelniona relacja
B=(B- A)+ A-B,

przy czym (B- A)-(A- B) = O. Korzystajac z aksjomatu III otrzymujemy tezg twierdzenia. ®
W szczego6lnoscei z twierdzenia 1.13 wynika

Twierdzenie 1.14. Jesli Ac B, to P(B- A)= P(B)- P(A).

Dowdd. Z zatozenia B = A+ (B- A), przy czym zdarzenia 4 1 B- 4 sa wykluczajace sig. Za-
stosowanie aksjomatu III konczy dowod twierdzenia. u

Twierdzenie 1.15. Prawdopodobienstwo alternatywy dwoch zdarzen jest dane wzorem
P(A+ B) = P(A)+ P(B)- P(A-B).

Dowod. Idea dowodu polega na przedstawieniu alternatywy dwoch zdarzen 4 1 B w postaci sumy
dwoch wykluczajacych si¢ zdarzen, a nastgpnie na zastosowaniu twierdzenia 1.13. Mamy

A+ B= A+ (B- A).

Stad
P(A+ B)= P(A)+ P(B- A)= P(A)+ P(B)- P(A-B). m

1.4. Prawdopodobienstwo geometryczne

Definicja 1.3. Niech bgdzie dana borelowska algebra zdarzen S okreslona w przestrzeni /. Kaz-
demu zdarzeniu 4, bedacemu elementem tej przestrzeni, przypisujemy w sposob
jednoznaczny liczbg m(A4) zwana miarq zdarzenia, jesli spetnia ona nast¢pujace
warunki:

a) m(4) > 0,

b) m(0) =0,

c) mA, +A4,+...+A4,+..)=m(d) +m(4,) + ...+ m(4,) = ..., jesli zdarzenia
wykluczaja si¢ parami.

Definicja 1.4. Prawdopodobienstwem geometrycznym zdarzenia A nazywamy liczbe

m(A4)

P(A) = )"

Jesli zbior [ jest skonczony i za miarg przyjmiemy jego liczebnos$é¢, to definicja ta pokrywa sig
z definicja klasyczna. Podana definicja jest przydatna, gdy zbior podstawowy nie jest ani skon-
czony, ani przeliczalny.

Uwaga: Zmiana wyboru miary zdarzenia moze spowodowa¢ zmiang warto$ci obliczonego praw-
dopodobienstwa. Wybor miary zalezy od przyjetego sposobu losowania.
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Przyklad 1.7. (paradoks Bertranda—matematyk francuski, 1822 —1900) Obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo p, ze dowolnie obrana cigciwa kota o promieniu R bedzie wigksza od
boku trojkata rownobocznego wpisanego w to koto.

Zaktadamy nastgpujacy sposob losowania: rzucamy koto na ptaszczyzng, na ktorej
poprowadzona proste réwnoleglte w odleglosci rownej $rednicy kota. Odcinki
prostych przecinajacych okrag beda stanowity cigciwy kota.

1. Niech d oznacza odlegtos¢ cigciwy od srodka kota o promieniu R. Mamy

0<d<R

1 mozemy dtugos$¢ promienia R utozsamia¢ ze zbiorem mozliwych wartosci odle-
glosci cigciwy od $rodka, czyli przyja¢ dlugo$¢ promienia jako miarg prawdopo-
dobienstwa zbioru zdarzen.

Zdarzenia sprzyjajace otrzymamy, gdy

0<d<

bo podstawa trojkata rdwnobocznego wpisanego w okrag jest odlegla o R/2 od
srodka okrggu. Za marg zdarzen sprzyjajacych przyjmiemy R/2. Mamy wowczas
1r
2 1
P="p "%
2. Potaczmy punkty wspolne cigciwy 1 okregu z jego srodkiem. Utworzony kat
srodkowy oznaczmy przez a.

Mamy

OLasr

(zbior wszystkich mozliwych warto$ci ). Zbiorem zdarzen sprzyjajacych sa te
wartosci &, dla krorych
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(kat srodkowy opary na boku trdjkata rownobocznego wpisanego w okrag jest
réwny 2 7/3). Otrzymujemy

Mamy dwa rézne wyniki, bo w kazdym przypadku przyjelismy inne zalozenia.
W pierwszym przypadku za jednakowo mozliwe uznali$my wszystkie odlegltosci
cigciwy od $rodka kota, a w drugim — wszystkie wartosci kata . Zatozenia te nie
sa rbwnowazne.

Przyklad 1.8. Dwie osoby X i Y umowity si¢ na spotkanie w okre§lonym miejscu migdzy go-
dzina 121 13 w ten sposob, ze osoba, ktéra przyjdzie pierwsza czeka 20 minut, po
czym odchodzi. Obliczy¢ prawdopodobienstwo p, ze osoby X i1 Y spotkaja sie,
jesli kazda z nich przychodzi losowo w podanym przedziale czasowym i nieza-
leznie od siebie.

Oznaczmy przez x czas odpowiadajacy chwili przybycia osoby X, a przez y — oso-
by Y. Aby osoby spotkaty si¢ potrzeba 1 wystarcza, by

|x—y|£

1
3

(w godzinach), czyli

Mamy

2
_ pole obszaru zakreskowanego 1-2- 9

pole kwadratu 1




