IX. OBROTY

9.1. Zmienne obrotowe

W celu opisania ruchu obrotowego ciata wokot ustalonej osi (zwanej osiq obrotu) nalezy wy-
bra¢ linig prostopadta do osi obrotu, ktéra jest zwigzana z cialem i ktora obraca si¢ wraz z nim
(zob. rys. 9.1). Polozeniem katowym ciala nazywamy kat &, jaki tworzy ta linia z pewnym
stalym kierunkiem. Kat ten, wyrazony w radianach, jest réwny

to jest linia odniesienia, zwigzana z cialem
i prostopadta do osi obrotu, ktéra stuzy

do pomiaru polozenia katowego
wzgledem statego kierunku

Rys. 9.1. Obrét ciala wokot osi 7

Jesli ciato obroci sig wokot osi obrotu i jego potozenie katowe zmieni si¢ z 6, na 6,, to prze-
mieszczenie katowe ciata wyniesie

AO=0,-0,.

Przemieszczenie to jest dodatnie, gdy obrét zachodzi w kierunku przeciwnym do ruchu wska-
zoéwek zegara, a ujemne, gdy obrot zachodzi w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara.
Jesli w przedziale czasu At przemieszczenie katowe wynosi A 8, to $rednia predko$¢ katowa cia-
ta w, jest okreslone wzorem

AG
Dy =—.
At
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Pochodna
w_d@

Cdr

nazywamy predkosciq kqtowq (chwilowa) ciata. Obie wielkoS$ci, w,, oraz w, sa wektorami, a ich
kierunek jest wyznaczony przez regutg prawej dloni. Sa one dodatnie, gdy obrét zachodzi w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Jezeli w przedziale czasu At = ¢, - t, predkos¢ katowa zmienia si¢ z w, na @,, to wielko$¢

w0, -0, Ao
Oy = = A
jest srednim przyspieszeniem katowym ciata. Przyspieszenie kqtowe (chwilowe) ciala jest rowne
do
a=—.
dt

Wielkosci &, 1 & sa wektorami.

9.2. Obrét ze stalym przyspieszeniem katowym

Waznym przypadkiem szczegdlnym ruchu obrotowego jest ruch obrotowy ze statym przyspie-
szeniem katowym (&= const). Dla wielkosci katowych w tym ruchu obowiazuja woéwczas row-
nania znane dla wielko$ci liniowych w ruchu ze statym przyspieszeniem liniowym. Mamy

0 =0, +at,

0=06, +a)ot+%at2,
0° =w; +2a(0-6,), 9.1)
0=06, +%(a)o +o)t,

9:90+a)t—lat2.
2

Przyklad

Tarcza szlifierska obraca sie ze statym przyspieszeniem katowym @ = 0,35 rad / s>. W chwili
poczatkowej =0 jej predkos¢ katowa wynosi w, = -4,6 rad / s, a linia odniesienia jest pozioma,
co odpowiada potozeniu katowemu 6, = 0.

Po jakim czasie od chwili = 0 linia odniesienia znajdzie si¢ w potozeniu € odpowiadajacym
5 pelnym obrotom?

Ruch tarczy odbywa sig ze statym przyspieszeniem, wigc na podstawie drugiego z rownan (9.1)
mamy

1
O=w,t+—at’,
2
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bo 6, = 0. Jedyna niewiadoma w tym réwnaniu jest szukany czas ¢. Podstawiajac dane otrzy-
mujemy (&€= 5 obrotow = 10 7 rad)

107 rad = (4,6 rad / s)t + %(0,35 rad / s*)¢>.

Jest to rownanie kwadratowe ze wzgledu na zmienna ¢, ktore po pominigciu jednostek przyjmuje
postac

0,175¢* — 4,6t —31,4=0.

Rozwiazaniem tego rbwnania jest =32 s. Zauwazmy, ze w chwili poczatkowej tarcza miata po-
tozenie @, = 0 i obracata si¢ w kierunku ujemnym, a 32 s p6zniej ma potozenie dodatnie =5
obrotow. Dzieje si¢ tak dlatego, ze przyspieszenie katowe « jest dodatnie, czyli, ze znaki pred-
kosci katowej 1 przyspieszenia katowego sa przeciwne. Powoduje to, ze tarcza obraca si¢ coraz
wolniej, az do osiagnigcia predkosci katowej rownej zeru, po czym zaczyna obracac si¢ w kie-
runku dodatnim. W pewnej chwili linia odniesienia przyjmuje znowu potozenic 8= 0, a do
chwili ¢ = 32 s tarcza wykonuje jeszcze dalsze 5 obrotow.

Mozemy odpowiedzie¢ na pytanie: kiedy, czyli w jakiej chwili 7, tarcza osiaga predko$¢ katowa
réwna zeru (po tym czasie tarcza zacznie obracaé si¢ w kierunku dodatnim)?

Z pierwszego z rOwnan (9.1) mamy

;00 _0-(-46rad/s)

> 13s. [
a 0,35rad /s

9.3. Zwigzki pomiedzy zmiennymi liniowymi i kagtowymi

Jesli linia odniesienia ciata sztywnego obraca si¢ o kat &, to punkt tego ciata odlegty od osi
obrotu o r przebywa tuk okrggu o dtugosci s danej wzorem

s=0r, (9.2)
gdzie kat @jest wyrazony w radianach. Rozniczkujac rownanie (9.2) wzglgdem czasu otrzymu-
jemy

ds do ;

dt dt’
gdyz wielkos¢ » nie zalezy od czasu. Poniewaz ds / dt = v (warto$¢ bezwzgledna predkosci li-
niowej), a d@/ dt = w (predkos¢ katowa), wiec

v=awr, (9.3)

przy czym predko$¢ katowa powinna by¢ wyrazona w radianach na sekundg. Zauwazmy, ze z
rownania tego wynika, iz chociaz wszystkie punkty ciata sztywnego maja t¢ sama predkos¢ ka-
towa w, to punkty o wigkszej odleglosci  od osi obrotu maja wigksza predkos¢ liniowa v. Wek-
tor predkosci liniowej v jest styczny do okrggu zataczanego przez punkt (zob. rys. 9.2 a)).

Rézniczkujac rownanie (9.3) wzgledem czasu otrzymujemy

v _do,
dt dt
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Rys. 9.2. Wektor predkosci liniowej i przyspieszenie liniowe
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Wielkos¢ ta stanowi tylko czg$¢ przyspieszenia liniowego — tg czg$¢, ktora jest zwiazana ze
zmiang warto$ci bezwzglednej v wektora predkosci liniowej v. Jest to tzw. sktadowa styczna
przyspieszenia liniowego punktu (zob. rys. 9.2 b)):

a,=ar,

przy czym przyspieszenie katowe &= dw/ dt powinno by¢ wyrazone w mierze tukowej. Druga
sktadowa przyspieszenia jest przyspieszenie skierowane radialnie do srodka okrggu. Sktadowa
te nazywa si¢ sktadowa radialna przyspieszenia liniowego, ktora powoduje zmiang kierunku
wektora predkosci liniowej v. Skladowa ta dana jest wzorem

2
v 2

Ay =—=0°T.
14
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Jesli punkt ciala porusza si¢ ruchem jednostajnym po okrggu, to okres obrotu 7, odnoszacy
si¢ zaréwno do ruchu punktu, jak i do ciata sztywnego jako cato$ci wynosi
_2mr 2rm

I=—m=—.
vV @

9.4. Energia kinetyczna w ruchu obrotowym

Obracajace sig cialo traktujemy jako zbidr czastek o r6znych predkosciach liniowych. Jezeli
dodamy do siebie energig kinetyczna tych wszystkich czastek, to otrzymamy catkowita energig
kinetyczna ciata, czyli

15 1 2 L | I
E, =—mv, +—m,v; +—m,vi +...= ) —m.v,
kT IVE T Yy VS § 5 Vi

gdzie m, oznacza masg i-tej czastki, a v; — jej predkos¢. Poniewaz v = wr, wigc z powyzszego
wzoru otrzymujemy

E, = %mi(wr,-)z - %(Z mr?)o?, (94)

gdyz predkos¢ katowa w jest jednakowa dla wszystkich czastek.

Wyrazenie w nawiasie po prawej stronie rOwnania (9.4) informuje nas, jak rozlozona jest
masa obracajacego si¢ ciata wokot jego osi symetrii. Wielkos$¢ t¢ nazywamy momentem bezwtad-
nosci i oznaczamy symbolem /, czyli

1= mr. (9.5)
Uwzgledniajac wzoér (9.5), rownanie (9.4) mozemy napisa¢ w postaci

Ek:lla)2.
2

Jezeli cialo sztywne sktada sig z kilku czastek, to jego moment bezwtadnos$ci wzgledem pew-
nej osi obrotu mozemy obliczy¢ ze wzoru (9.5) (Wyznaczajac iloczyny m; rl.z dlakazdej czastki).
Jesli jednak liczba czastek jest bardzo duza, to wzor ten nie jest zbyt uzyteczny (do obliczen
potrzebny bytby komputer). W takim przypadku sume zast¢pujemy catka i definiujemy moment
bezwtadnosci ciata (rozciaglego) jako

I= j r>dm. (9.6)

Narys. 9.3 podano momenty bezwtadnos$ci (otrzymane przez obliczenie tej catki) dla kilku ciat
o prostym ksztalcie 1 zaznaczonych osiach obrotu.

Moment bezwtadnosci / ciala mozna takze obliczy¢, gdy znamy moment bezwtadnosci /g,
tego ciata wzgledem osi rownoleglej do danej osi i przechodzacej przez srodek masy ciata. Jesli
odleglo$¢ tych osi oznaczymy przez h (jest to odlegtos¢ osi danej i osi do niej rownoleglej prze-
chodzacej przez srodek masy), to
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Rys. 9.3. Momenty bezwladnosci niektérych cial

I=1g, +mh®, (9.7)

gdzie m oznacza catkowita masg ciata. RoOwnanie to ilustruje tzw. twierdzenie Steinera.

W celuudowodnienia twierdzenia Steinera oznaczmy przez O Srodek masy ciata o dowolnym
ksztatcie (zob. rys. 9.4). Umies¢my poczatek uktadu wspotrzednych w punkcie O. Rozwazmy
o$ przechodzaca przez punkt O i prostopadta do ptaszczyzny xy oraz inna o$ przechodzaca przez
punkt P i réwnoleglta do pierwszej. Wspotrzedne x i y punktu P oznaczmy przez a i b.

Niech dm oznacza element masy ciata o wspotrzednych x i y. Z rdwnania (9.6) wynika, ze
moment bezwtadno$ci ciata wzgledem osi przechodzacej przez punkt P jest rowny

1= J ridm= j [(x —a)* + (y—b)*ldm.
Rownanie to mozna przeksztalci¢ do postaci
= j (x> + y2)dm - 2aj xdm — 2bj ydm + (a° +b2)j dm.

Dla ciata rozciaglego druga i trzecia catka wyznaczaja wspotrzedne srodka masy, a poniewaz
w rozwazanym uktadzie wspotrzednych jest on umieszczony w poczatku ukladu, wige calki te
sa rowne zeru. Z rys. 9.4 wida¢, ze x* +y* = R*, wigc pierwsza catka jest towna momentowi bez-
wiadnosci /g, wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy ciata. Ostatnia catka jest rownam,
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a ponadto z rysunku mamy a* + b* = h%. Zatem ostatnie rOwnanie sprowadza si¢ do rowna-
nia (9.7).

of obroty,
przechodzaca r v-b
przez punkt £~
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b
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of obrotu,
przechodzaca
przez sredek masy

Rys. 9.4. Przekrdéj ciala sztywnego o Srodku masy w punkcie O

9.5. Moment sity i druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego

Moment sity jest miara zdolnos$ci sity F do wprawienia ciala w ruch obrotowy wzgledem
ustalonej osi obrotu. Zdolnos¢ ta zalezy nie tylko od wartosci sktadowej stycznej F, sity F, ale
takze od tego, jak daleko od osi obrotu jest ona przytozona (zob. rys. 9.5). Moment sity M
uwzglednia obydwa te czynniki i jest definiowany jako

M=rF,=r F=rFsing,

gdzie F, oznacza sktadowa wektora F prostopadta do wektora 7, ¢—kat miedzy wektorami
¥ i F, awielko$¢ r| jest odlegtoscia prostej, wzdtuz ktorej dziata sita F, od osi obrotu.
Wielkos¢ ta nazywa si¢ ramieniem sity / wzgledem danej osi obrotu. Jak wida¢ z rys. 9.5 b),
ramieniem sity sktadowej F, jest warto$¢ bezwzgledna wektora 7, czyli r.

Jednostka momentu sity jest niuton razy metr (N - m.). Moment sily jest dodatni, jesli dazy
do obrotu ciata w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara, a jest ujemny
w przeciwnym przypadku.

Moment sity moze spowodowac obrét ciala sztywnego (tak dzieje si¢ np. gdy otwieramy
drzwi). Zwiazek pomigdzy momentem sity M i wywotanym przez ten moment przyspieszeniem
katowym « stanowi druga zasad¢ dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego. Mamy

M=Ia,
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gdzie przyspieszenie katowe powinno by¢ wyrazone w radianach na sekund¢ do kwadratu.
Powyzsze réwnanie mozna uog6lni¢ na przypadek, gdy na czastke dziata wigcej niz jedna sita.
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9.6. Praca i energia kinetyczna ruchu obrotowego

Gdy moment sity wprawia cialo sztywne w ruch obrotowy wokot stalej osi, to wykonuje on
nad cialem pracg¢ W. W zwiazku z tym moze zmieniac si¢ energia kinetyczna zwigzana z ruchem

obrotowym ciata

E, :lla)z.
2

Zwiazek zmiany energii kinetycznej ciata AE, (zaktadamy, ze jest to jedyna postaé energii, ktora
moze ulec zmianie) z praca W wykonana nad uktadem jest nastgpujacy:

1, 1

:—10) [a)z :W9
2

kone ~ A ocz
2 p

AE'k = Ek, konc — Ek,pocz
przy czym I oznacza moment bezwladnosci, a @, 1 @,,., 0znaczaja predkosci katowe ciata
przed i po wykonaniu pracy nad uktadem.

Pracg w ruchu obrotowym mozna wyznaczy¢ z rOwnania

Okone
W= j Mdo,
o

pocz

w ktéorym M oznacza moment sity, ktéry wykonuje pracg W, a 6,,..1 6, oznaczaja potoZenia
katowe ciata przed i po wykonaniu pracy. Gdy moment sity M jest staty, to powyzsze rOwnanie

upraszcza si¢ do postaci

W=M@®, -0

konc pocz )

Szybkos¢, z jaka jest wykonywana praca, czyli moc, jest dana wzorem (por. odpowiedni wzor

dla ruchu liniowego)

P:d—W:Ma).
dt

Zadania

1. Dobry baseballista potrafi rzuci¢ pitke z predkoscia 85 mil na godzing, wprawiajac ja jedno-
czesnie w ruch obrotowy z predkoscia 1800 obrotow / min. Ile obrotéw wykona pitka na
drodze 60 stop? Dla uproszczenia przyjac, ze tor pitki jest linig prosta.

2. Bgben obraca si¢ wokot swej osi symetrii z predkoscia katowa 12,6 rad / s. W pewnej chwili
(np. ¢t = 0) bgben zaczyna zwalniaé, przy czym jego predkosé katowa maleje w tempie
4.2 rad / s>
a) Po jakim czasie bgben przestanie obracac sig?

b) O jaki kat w tym czasie obrdci sig?

3. Krazek, obracajacy si¢ poczatkowo z predkoscia 120 rad / s, w pewnej chwili zaczyna zwal-
niaé¢ ze statym przyspieszeniem katowym o wartoéci 4 rad / s>,
a) Po jakim czasie krazek zatrzyma sig?
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10.

11.

12.

13.

b) O jaki kat obroéci si¢ on w tym czasie?

. Statek kosmiczny porusza si¢ po tuku okregu o promieniu 3220 km poruszajac si¢ z pred-

koscia 29 000 km / h. Jaka jest wartos¢ jego:
a) predkosci katowej,

b) przyspieszenia radialnego,

¢) przyspieszenia stycznego?

. W okresie od 1911 do 1990 roku wierzchotek krzywej wiezy w Pizie przemieszczal si¢ na

poludnie ze $rednia predkoscia 1,2 mm/ rok. Wysoko$¢ wiezy wynosi 55 m. Oblicz $rednia
predkos¢ katowa wierzchotka wiezy wzgledem jej podstawy wyrazajac ja w radianach na
sekunde.

Koto zamachowe o §rednicy 1,2 m obraca si¢ z predkoscia katowa rowna 200 obrotow na

minute.

a) Ile wynosi predkos¢ katowa w radianach na sekundg?

b) Ile wynosi predkos¢ liniowa punktu na obrzezy kota?

c¢) Jakie state przyspieszenie nalezy nada¢ temu kotu, aby zwigkszy¢ jego predkos¢ katowa
do wartosci 1000 obrotow na minut¢ w czasie 60 s? Poda¢ odpowiedz w obrotach na
minute do kwadratu.

d) Ile obrotow wykona koto w czasie 60 sekund?

Obliczy¢ moment bezwtadnos$ci kota, ktore ma energie kinetyczna rowna 24 400 J, gdy
obraca si¢ z predkoscia katowa 602 obrotéw / min.

Dwa jednorodne walce o takich samych masach réwnych 1,25 kg, ale o r6znych promie-
niach podstawy, zostaly wprawione (kazdy z osobna) w ruch obrotowy wokoét swej osi
z predkoscia katowa 235 rad / s. Ile wynosi energia kinetyczna ruchu obrotowego:

a) walca o mniejszym promieniu podstawy rownym 0,25 m,

b) walca o wigkszym promieniu podstawy rownym 0,75 m?

. Oblicz moment bezwtadnos$ci przymiaru metrowego o masie 0,56 kg wzgledem osi prosto-

padiej do przymiaru i przechodzacej przez kreske¢ oznaczona jako 20 cm (przyjac, ze przy-
miar mozna uwazac¢ za cienki pret).

Niewielka kulke o masie 0,75 kg przymocowano do konca preta o dlugosci 1,25 m 1 zniko-
mo malej masie, a drugi koniec prgta zawieszono na osi. Wyznacz moment sity dziatajacy
na utworzone w ten sposob wahadto, gdy jest ono odchylone od pionu o kat 30°.

Podczas odbicia si¢ skoczka od trampoliny predkos¢ katowa jego obrotu wokot sSrodka masy

wzrasta od zera do 6,2 rad / s w czasie 220 ms. Wyznaczy¢ wartos¢:

a) $redniego przyspieszenia katowego skoczka,

b) sredniego momentu sity dzialajacego na niego ze strony trampoliny, jesli moment bez-
wladnosci skoczka wzgledem $rodka jego masy wynosi 12 kg - m?.

Wat korbowy samochodu przenosi energig z silnika na 0§ z szybko$cia 100 KM (= 74,6 kW)
obracajac si¢ z predkoscia 1800 obrotow / min. Jakim momentem sily (w niutonach razy
metr) dziala on na 0$?

Koto o masie 32 kg, ktére mozna uwazac¢ za cienka obrecz o promieniu 1,2 m, obraca si¢
z predkoscia 280 obrotéw / min. Trzeba je zatrzymac w ciagu 15 s.

a) Jaka prace nalezy przy tym wykonac?

b) Jaka $rednia moc jest do tego potrzebna?
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10.1. Sity i energia kinetyczna w ruchu tocznym

Bedziemy zajmowac sig ciatami toczacymi si¢ bez poslizgu na podtozu. Wyobrazmy sobie
koto roweru, ktdre porusza si¢ ze stata predkoscia i niedoznajace poslizgu. Srodek masy tego
kota i punkt, w ktorym koto styka si¢ z podtozem przemieszczaja si¢ do przodu ze stata pred-
koscia vg,,. Jesli przez pewien czas ¢ obydwa te punkty przebyly drogg s, to rowerzysta widzi,
ze koto obroécito si¢ w tym czasie wokot swej osi o kat €, a dowolny punkt na obrzezu kota
zakreslit tuk o dtugosci s. Ta dlugos¢ tuku s jest zwigzana z katem obrotu & réwnaniem

s=0R,

gdzie R oznacza promien kota. Ro6zniczkujac to rownanie wzgledem czasu otrzymujemy

Veu = OR, (10.1)

gdzie w oznacza predkos¢ katowa kota wokot jego osi, ktora jest rtowna d @/ dt (warto$¢ R jest
stala).

Jak wida¢ na rys. 10.1, toczenie si¢ kota (bez poslizgu) mozna uwazaé za potaczenie ruchu
wylacznie postgpowego (rys. 10.1 b)) i ruchu wytacznie obrotowego (rys. 10.1 a)). Zauwazmy,
ze punkt znajdujacy si¢ na dole kota (punkt P) ma predkos¢ liniowa rowna zeru, a punkt znaj-
dujacy si¢ na goérze (punkt G) porusza si¢ z predkoscia liniowa 2vy,,, czyli najszybciej sposrod
wszystkich punktoéw kota.

a) Ruchwylacznie obrotowy <  b) Ruchwylacznie postepowy =~ = ¢) Ruch toczny

Rys. 10.1 Toczenie si¢ kola

Jezeli uwzglednimy tylko ruch obrotowy, to na podstawie p. 9.4 energia kinetyczna toczace-
go si¢ kota jest rowna
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1
E, :511,@2,

gdzie w oznacza pr¢dkos¢ katowa kota, a I, — moment bezwladnosci kota wzgledem osi
przechodzacej przez punkt P. Z twierdzenia Steinera (I = I, + mh*) dostajemy

I, =14, +mR?,

gdzie m oznacza masg kota, /,,—jego moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez
srodek masy kota, a R (promien kota) oznacza odlegtos¢ tych dwoéch osi obrotu (wielko$¢ 4
w twierdzeniu Steinera). Podstawiajac wielkos¢ I, do poprzedniego wzoru mamy

1 2 1 2 2
E, =—I1, 0" +—mR"0w",
k 2 SM 2

skad po uwzglednieniu zaleznos$ci vy, = WR otrzymujemy

1 2, 1 5
E =—1g,0°+—mvg,.
kTS tsm 5 "sm
Pierwszy wyraz mozemy interpretowac jako energi¢ kinetyczng ruchu obrotowego kota wokot
osi przechodzacej przez Srodek jego masy, a drugi —jako energig kinetyczna ruchu postepowego
srodka masy kota. Mamy zatem ponizsza zasadg.

Toczace sig cialo ma dwa rodzaje energii kinetycznej: energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego
1 . . .
(— 1 SMa)zj zwiazang z jego ruchem obrotowym przechodzacym przez §rodek masy oraz

energi¢ kinetyczna ruchu postgpowego (5 mvéMj zwigzanga z ruchem postgpowym srodka
masy.

Rozwazmy teraz toczenie si¢ ciata po rowni pochylej. Narys. 10.2 przedstawiono jednorodne
ciato okragle o masie m i promieniu R, ktore stacza si¢ bez poslizgu po rowni pochytej wzdtuz
osi x tworzacej kat 8z poziomem. Naszym celem jest wyznaczenie przyspieszenia ag,, , ruchu
ciata wzdhuz réwni. W tym celu nalezy rozwazy¢ sity dziatajace na ciato. Mamy:

* dzialajaca na ciato silg cigzkosci F,, ktora jest skierowana pionowo w dot; jesli koniec jej
wektora umiescimy w Srodku masy ciata, to jej sktadowa wzdhuz réwni wynosi

F, sinf = mgsino;

- silenormalng F v » ktora dziala prostopadle do rowni w punkcie P jego stycznosci z podtozem
(narys. 10.2 przesunigto wektor tej sity wzdluz jego kierunku, tak aby jego poczatek znajdo-
wat si¢ w srodku masy ciata),

* silg tarcia statycznego f|, ktora dziala na cialo w punkcie P stycznosci z podlozem i jest skie-
rowana wzdhuz rowni w gorg.

Z drugiej zasady dynamiki Newtona dla sktadowych wzdtuz osi x mamy
fo—mgsinf=mag, . (10.2)

Rownanie to zawiera dwie niewiadome: f; 1 ag, ..
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sity Fy i Fy cos 0
po prostu si¢ rownowaza

- —
- - F,sin@ t sily f,
sity Fysin0 i, ryrmac sity &,
wyznaczajg - przyspieszenie
przyspieszenie X kqtowe ciala
liniowe clanla_ wzgledem
wzdhuz rowni érodka masy

Rys. 10.2. Staczanie si¢ jednorodnego ciala okraglego po rowni pochylej

Ramig sity tarcia f, wynosi R, co daje moment sity o warto$ci Rf;, ktory jest dodatni, bo
dazy do obrotu ciata w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Ramiona sif
F, 1 F, wzgledem $rodka masy sa rowne zeru, a zatem nie sa z nimi zwigzane zadne mo-
menty sity. Druga zasadg dynamiki dla ruchu obrotowego (M,,,, = /&) mozna zatem dla osi prze-
chodzacej przez srodek masy zapisa¢ nastepujaco:

Rf, =1g,a. (10.3)

Roéwnanie to zawiera takze dwie niewiadome: £, 1 & (przyspieszenie katowe).
Ciato toczy si¢ bez poslizgu, wigc mozemy skorzysta¢ z réwnania (10.1), ktére po
zrdzniczkowaniu wzglgdem czasu daje

—dagy , =aR.

Znak minus bierze sig¢ stad, ze wektor przyspieszenia ma kierunek ujemny osi x, a przyspieszenie
katowe ajest dodatnie, bo obrét nastepuje w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Jezeli z ostatniego rOwnania wyznaczymy &1 podstawimy do réwnania (10.3), to otrzymamy

Sy ==Toy a;fz, -
Podstawiajac prawa strong tej zaleznosci do rownania (10.2) dostajemy ostatecznie
ag, = gsind .
| 1+ 1,/ mR

Z réwnania tego mozna obliczy¢ przyspieszenie liniowe ay,,  kazdego ciala staczajacego sig po
réwni pochytej, ktora jest nachylona do poziomu pod katem 6.
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10.2. Moment sity i moment pedu

W przestrzeni tréjwymiarowej moment sity M jest wielkoscia wektorowa zdefiniowana
wzgledem pewnego punktu (zwykle poczatku uktadu wspotrzednych) wzorem

—

M=FxF,

gdzie F oznacza sitg dziatajaca na czastke, a 7 oznacza wektor potozenia czastki wzglgdem

ustalonego punktu (zob. rys. 10.3 a)). Warto$¢ bezwzgledna wektora M jest rowna
M=rFsing=rF =rF,

gdzie ¢ oznacza kat pomlqdzy wektorami 7 i F F| oznacza sktadowa wektora F wkierun-

ku prostopadtym do wektora 7, a 7, oznacza ramig s1ly F (zob. rys. 10.3 b)). Kierunek wek-
tora M wynika z reguty prawej dtoni dla iloczynu wektorowego (zob. rys. 10.3 ¢)).

M(=rxF) F (przesunigte do poczatku M

» ukladu wspolrzednych)
-~ ."

M. iloczyn wektorowy 7 i F,
ma dodatni kierunck osi =

kidrunek —_
x x  dzialania sily F
b) c)

Rys. 10.3. Moment sily w przestrzeni trojwymiarowej

Moment pgdu Y czastki o pedzie p, masie m i predkosci liniowej v jest wielkoscia wekto-
rowa zdefiniowana wzgledem pewnego punktu (zwykle poczatku uktadu wspoétrzednych) wzo-
rem

(=7 x p=m(F xV).
Warto$¢ bezwzgledna wektora . jest rbwna

C=rmvsing=rp, =rmv, =r p=r my,

gdzie ¢ oznacza kat pomigdzy wektorami 7 i p, p, i1 v, — skltadowe wektorow p i v
w kierunku prostopadtym do kierunku wektora 7, a , oznacza odleglo$¢ punktu, wzgledem
ktorego obliczamy moment pgdu, od kierunku wektora p. Kierunek wektora ¢ wynika z reguty
prawej dfoni: jezeli palce ustawimy wzdhuz tuku, jaki trzeba zatoczyc¢, by natozy¢ wektor 7 na
wektor p, to keiuk wskaze kierunek wektora /.
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Druga zasada dynamiki Newtona, zapisana w postaci

g o_4

o

przedstawia zwiazek sity z pedem dla pojedynczej czastki. Dla ruchu obrotowego zasada ta
przyjmuje posta¢ wzoru -
M,, = z ’
dt
co stowami mozna wyrazi¢ nastgpujaco: suma wektorowa wszystkich momentow sity dziataja-
cych na czastke jest rowna szybkos$ci zmiany momentu pgdu tej czastki.

10.3. Moment pedu ciata sztywnego

Moment pedu L ukladu czastek jest suma wektorowa momentow pedu poszczegdlnych
czastek, tj.

L=li+ly+.+0,=) 1,

i=1

Szybkos$¢, z jaka zmienia si¢ moment pedu, jest rowna wypadkowemu zewngtrznemu momen-
towi sil dziatajacych na uktad, czyli sumie wektorowej wszystkich zewngtrznych momentow sit,
ktore dziataja na czastki uktadu, co mozna zapisa¢ wzorem

~ dL

wyp :E‘

Dla ciata sztywnego obracajacego si¢ wokot statej osi sktadowa jego momentu pgdu rowno-
legta do osi obrotu wynosi
L=1w,

gdzie I oznacza moment bezwtadnos$ci ciata wzgledem tej osi, a w— jego predkos¢ katowa.

10.4. Zachowanie momentu pedu

Moment pedu uktadu L nie zmienia sie, gdy wypadkowy zewnetrzny moment sity dziatajacy
na uktad jest rowny zeru, co mozna zapisa¢ nastgpujaco:

L = const.
Jest to zasada zachowania momentu pedu. Mozna ja tez zapisa¢ wzorem

L pocz = Lkonc
1 wyrazi¢ stowami: jesli dziatajacy na uktad wypadkowy moment sily jest rowny zeru, to cal-
kowity moment pedu L uktadu nie zmienia si¢ niezaleznie od tego, jakim zmianom podlega
uktad.
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10.5. Precesja zyroskopu

Prosty zyroskop sktada si¢ z kota osadzonego na o$ce, mogacego na tej o$ce obracac si¢ wo-
kot osi. Jesli koniec oski oprzemy na wsporniku (zob. rys. 10.4 a)), a koto nie bgdzie obracac si¢
1 puscimy je swobodnie, to koto opadnie, obracajac si¢ w dot wokot osi poziomej przechodzacej
przez punkt podparcia o$ki na wsporniku. Poniewaz musi by¢ przy tym spetniona druga zasada
dynamiki dla ruchu obrotowego, czyli

- dL
M=—,
dt
oznacza to, ze moment sity, ktory jest zrodtem obrotu w dot (czyli upadku kota), zmienia
moment pedu zyroskopu L, ktdry poczatkowo byl rowny zeru. Moment sity M jest momentem

sity cigzkosci mg, ktora dziata na srodek masy zyroskopu, za ktory mozemy przyjac srodek
kota.

kotowy tor )
konca wektora L T

Rys. 10.4. Precesja zyroskopu
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Zyroskop, ktérego koto szybko obraca sig, zachowuje sig inaczej. Je$li puscimy go swobodnie
w chwili, w ktorej oska jest lekko skierowana w gorg, to koto najpierw nieco opadnie, a zaraz
potem, wciaz obracajac si¢ na osce, zacznie si¢ wraz z nig obraca¢ w plaszczyznie poziomej
wokot osi pionowej przechodzacej przez punkt podparcia O. Ten ruch nazywa si¢ precesjq.

Aby to wyjasni¢, rozwazmy moment pedu L zyroskopu zwigzany z ruchem obrotowym kota.
Dla prostoty zal6zmy, ze koto wiruje bardzo szybko, co oznacza, ze moment pedu L jest duzo
wigkszy nizmoment pedu zwiany z precesja zyroskopu. Przyjmijmy tez, ze gdy precesja zaczyna
si¢, oska zyroskopu jest pozioma (zob. rys. 10.4 b)). Dlugo$¢ wektora L wynosi

L=Io, (10.4)

gdzie I oznacza moment bezwtadno$ci zyroskopu wzgledem jego oski, a w— predkos¢ katowa,
z jaka koto wiruje na oSce. Wektor L ma kierunek oski i poniewaz jest on rownolegty do wekto-
ra 7, wigc wektor momentu sity M musi by¢ prostopadly do wektora L (zob. rys. 10.4 b)).

Pod wplywem momentu sity M w malym przedziale czasu df zachodzi mala zmiana dL
momentu pedu zyroskopu, czyli

dL = Mdt. (10.5)
Poniewaz zyroskop wiruje bardzo szybko, warto$¢ wektora L jest caly czas okreslona przez
réwnanie (10.4). Moment sily jest w stanie zmienic¢ tylko kierunek wektora L, ale nie jego war-
tosc.

Zrownania (10.5) wida¢, ze wektor dL ma taki sam kierunek, jak wektor M czyli jest pro-
stopadty do wektora L. Jesli zatem zmiana wektora L ma mie¢ kierunek wektora M, to jedy-
nym sposobem, aby tak bylo, jest obrét wektora L wokot osi z (zob. rys. 10.4 ¢)). Wektor L
nie zmienia dtugosci, jego koniec zatacza kotowy tor, a wektor M jest zawsze styczny do tego
toru. Poniewaz wektor L ma zawsze kierunek oski, to oska, a zatem i caty zyroskop obraca sig
wokot osi z w kierunku wektora M i to jest wlasnie precesja.

Aby wyznaczy¢ predkosé katowa precesji Q, nalezy najpierw obliczy¢ dlugos¢ wektora dL.
Mamy
dL = Mdt = mgr sin 90° dt = mgrdt, (10.6)
bo kat migdzy wektorami mg i 7 wynosi 90° (zob. rys. 10.4 a)). Gdy w matym przedziale cza-
sudtwektor L uleganiewielkiej zmianie, oskaiwektor L zataczaja maty kat d¢@, gdy wykonu-
ja precesje wokot osi z (na rys. 10.4 ¢) kat d @ narysowano przesadnie duzy). Z rownan (10.4)
1(10.6) otrzymujemy

g = dL mgrdt
lo
Po podzieleniu tego rOwnania przez dtf otrzymamy
_d¢  mgr
dt Io

Zauwazmy, ze predkos¢ katowa precesji Q maleje, gdy ro$nie predko$¢ katowa woraz ze, gdyby
na zyroskop nie dziatata sita cigzkosci mg, to nie byloby i jego preces;ji.
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Zadania

1. Samochod jedzie po prostej drodze w dodatnim kierunku osi x z predkoscia 80 km / h. Kaz-
de koto pojazdu ma $rednicg 66 cm. Wyznaczy¢ predkos¢ v (wykorzystujac wektory jed-
nostkowe):

a) srodka kota,

b) punktu na gorze kota,

¢) punktu na dole kota wzgledem osoby prowadzacej samochod.
Wyznaczy¢ warto$¢ a przyspieszenia;

d) $rodka kota,

e) punktu na gorze kota,

f) punktu na dole kota wzgledem osoby prowadzacej samochdd.
Wyznaczy¢ predko$é v (wykorzystujac wektory jednostkowe):

g) $rodka kota,

h) punktu na gorze kota,

1) punktu na dole kota wzgledem autostopowicza siedzacego przy drodze.
Wyznaczy¢ warto$¢ a przyspieszenia;

j) srodka kota,

k) punktu na gorze kota,

1) punktu na dole kota wzgledem autostopowicza siedzacego przy drodze.

2. Obrgcz o masie 140 kg toczy si¢ po poziomej podiodze tak, ze jej srodek masy porusza si¢
z predkoscia 0,15 m / s. Ile wynosi praca potrzebna do zatrzymania tej obrgczy?

3. Samochod o masie 1000 kg ma cztery kota o masie 10 kg kazde. Jaki utamek catkowitej
energii kinetycznej pojazdu stanowi energia kinetyczna ruchu obrotowego kot wokot ich
osi? Przyjaé, ze kota maja taki sam moment bezwtadnosci, jak jednorodne krazki o takiej
jak one masie i $rednicy.

4. Na pchlg znajdujaca si¢ w punkcie o wspotrzednych (0, -4 m, 5 m) dzialaja dwie sity:
F, =B N)k 1 F, =(-2 N)j. lle wynosi calkowity moment sity wzglgdem poczatku ukta-
du wspoéltrzednych, jaki dziata na tg pchig?

5. Wyznacz moment sity wzgledem poczatku uktadu wspoirzednych, jaki dziata na czastke
znajdujaca sig w punkcie o wspotrzednych (0, -4 m, 3 m), na ktora dziafa:
a) sita I o sktadowych F|, =2 Noraz F,,= F|, =0,
b) sita F, o skladowych F, =0, F,, =2 Noraz F,, =4 N.
Poda¢ wynik w zapisie przy uzyciu wektoréw jednostkowych.

6. W pewnej chwili na ciato o masie 0,25 kg, wektorze potozenia » = (21 — 2k) m i wektorze
predkosci v = (=51 + 5k) m/ s dziatasita F'=4j N. Wyznaczy¢:
a) moment pedu ciata,
b) dziatajacy na nie moment sity wzglgdem poczatku uktadu wspotrzednych.
Poda¢ wynik w zapisie przy uzyciu wektoréw jednostkowych.

7. Cialo P, ma masg 6,5 kg oraz rownolegta do osi x predkos¢ o wartosci v, = 2,2 m / s. Cia-
fo P, ma masg 3,1 kg oraz réwnolegla do osi y predkos¢ o wartosci v, = 3,6 m / s. Na
rys. 10.5 przedstawiono potozenie tych ciat w chwili, w ktérej sa one odlegte od punktu O
o odlegtoscid, =1,5mid,=2,8 m. Wyznaczy¢
a) wartosc,
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b) kierunek catkowitego momentu pgdu tych cial wzglgdem punktu O.

i

Rys. 10.5. Zadanie 7

8. W chwili 7 = 0 czastka o masie 3 kg znajduje si¢ w punkcie o wspotrzednych x = 3 m,
y =8 m i ma predkos¢ v =(5m/s)i—(6m/s)]j. Sita o wartosci 7 N dziala na nig
w ujemnym kierunku osi x.

a) Ile wynosi moment pgdu tej czastki wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych?
b) Ile wynosi dziatajacy na nia moment sity wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych?
c) Z jaka szybkoscia zmienia si¢ w czasie moment pedu tej czastki?

9. Trzy czastki o masie m =23 g kazda potaczono ze soba i z osig obrotu, przechodzaca przez
punkt O, za pomoca trzech pretow o dtugosci d = 12 cm 1 znikomo malej masie (zob.
rys. 10.6). Uktad ten wykonuje ruch obrotowy z predkoscia katowa w= 0,85 rad / s. Wy-
znaczyc¢:

a) moment bezwtadnos$ci uktadu czastek,
b) warto$¢ momentu pedu srodkowej czastki,
¢) warto$¢ catkowitego momentu pedu uktadu czastek wzgledem punktu O.

Rys. 10.6. Zadanie 8

10. Moment pgdu kota zamachowego o momencie bezwtadno$ci wzgledem osi kota réwnym
0,14 kg - m? maleje w ciagu 1,5s z3 do 0,8 kg - m*/s.
a) Ile wynosi $rednia warto§¢ momentu sity wzgledem osi kota dziatajacego na nie w tym
czasie?
b) O jaki kat obraca si¢ kolo w tym czasie przy zalozeniu, ze jego przyspieszenie katowe
jest state?



10.5. Precesja zyroskopu 79

11.

12.

13.

14.

c¢) Jaka praca zostaje wykonana nad kotem w tym czasie?
d) Ile wynosi $rednia moc tego kota zamachowego?

Cztowiek stoi na platformie obracajacej si¢ bez tarcia z predkoscia katowa 1,2 obrotow / s
1 w kazdej z wyciagnigtych rak trzyma cegle. Moment bezwtadnosci uktadu ztozonego
z cztowieka, cegiet i platformy wzgledem osi obrotu wynosi 6 kg - m®. Przyciagajac cegly
do tutowia, cztowiek zmniejsza moment bezwtadnosci uktadu do wartosci 2 kg - m™.

a) Ile wynosi predkos¢ katowa platformy po wykonaniu przez cztowieka tego manewru?
b) Ile wynosi stosunek koncowej i poczatkowej energii kinetycznej uktadu?

Tor modelu kolejki elektrycznej zostat utozony na duzym kole, ktore moze obracac si¢ bez
tarcia wokot pionowej osi. Na torze ustawiono kolejke o masie m 1 w chwili, w ktorej caty
uktad pozostawat w spoczynku, wlaczono jej zasilanie. Po uptywie pewnego czasu kolejka
porusza si¢ ze stata predkoscia o wartosci 0,15 m/ s wzgledem toru. Z jaka predkoscia kato-
wa obraca si¢ wowczas koto, ktoérego masa wynosi 1,1 m, a promien jest rowny 0,43 m?
Wskazowka: potraktowac koto jako obrecz oraz pominac masg szprych i piasty kota.

Dwie tarcze umocowano na wspolnej osi za pomoca tozysk o bardzo matym tarciu. Tarcze
te moga zostac ze soba sprz¢zone tak, ze beda si¢ obracaé tacznie — jak jedno ciato. Wy-
obrazmy sobie, ze pierwsza tarczeg, o0 momencie bezwtadnosci wzgledem jej osi réwnym
3,3 kg - m?, wprawiono w ruch obrotowy z predkoscia katowa 450 obrotéw / min, a druga
tarcze, 0 momencie bezwladno$ci wzgledem jej osi rtownym 6,6 kg - m?, wprawiono w ruch
obrotowy z predkoscia katowa 900 obrotéw / min w tym samym kierunku co pierwsza. Na-
stgpnie sprzegnigto tarcze ze soba.

a) Ile wynosi ich predkos¢ katowa po sprzg¢zeniu?

Wyobrazmy sobie nastgpnie, ze druga tarcza obraca si¢ poczatkowo z predkoscia katowa
900 obrotéw / min, ale w kierunku przeciwnym niz pierwsza.

b) Ile wynosi w tym przypadku predkos¢ katowa tarcz po ich sprzgzeniu?

c) W ktora strong one obracaja sig?

Pewien zyroskop sktada si¢ z jednorodnego krazka o promieniu 50 cm umocowanego na
osce o dlugosci 11 cm 1 znikomo matej masie. Oska jest pozioma i podparta na koncu. Wy-
znaczy¢ predkos¢ katowa precesji zyroskopu, gdy krazek wiruje z predkoscia katowa 1000
obrotow / s.



