Elementy analizy numerycznej
wyktad 9

zadania
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(4.19))

W metodzie Jacobiego kolejne iteracje wykonuje si¢ na podstawie wzoru (zob. wyktad 9 wzor

X —_pT L+ v)xD 4o,

(D
gdzie L, D 1 U oznaczaja macierze powstate z rozktadu macierzy 4 na sume¢ L + D + U, przy

czym L zawiera elementy pod gléwna przekatna macierzy 4, D — elementy z gtdéwnej przekatnej,
a U — elementy nad gtéwna przekatna. Dla podanej macierzy 4 mamy
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Metoda (1) jest zbiezna, gdy promien spektralny macierzy

M;=-D(L+U)

jestmniejszy od 1 (por. wyktad 9 twierdzenie 4.4). Poniewaz w naszym przypadku D jest macie-
rza jednostkowa, wigc macierz odwrotna do niej jest tez macierza jednostkowa. Zatem mamy
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M;=—(L+U)=|-1 0 -1
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Promien spektralny macierzy to najwigksza co do wartosci bezwzglednej jej wartos¢ witasna,
a wszystkie warto$ci wlasne otrzymamy rozwiazujac rownanie (zob. wyktad 9)

det(M ; — AI) =0,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa. W naszym zadaniu mamy
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Nalezy zatem rozwiaza¢ roOwnanie

/13+§i=0,
4



czyli

Z réwnania tego otrzymujemy
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1120, 212 :71, 13 :—71'

(wartosci wlasne moga by¢ liczbami zespolonymi). Bezwzgledne wartosci tych wielkosci wy-
nosza
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Zatem

p(M )= max 3\ A |= 1,

a to oznacza, ze dla podanej macierzy metoda Jacobiego nie jest zbiezna.
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Nalezy pokaza¢ dla jakich wartosci « jest spelniony warunek

pP(Mgs) <1,
gdzie (zob. wyktad 9 wzor (4.20))
Mgs=—(D+ L) 'U.

Metode Gaussa-Seidla mozna stosowa¢ wowczas, gdy na gldwnej przekatnej (diagonali) ma-
cierzy uktadu sa elementy niezerowe. W naszym przypadku trzeba zatem najpierw zamieni¢
wiersz drugi z trzecim (uktad rownan po zamianie dowolnych wierszy ma takie samo rozwiaza-
nie). Otrzymujemy
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Macierz odwrotna do macierzy

1 1 1
0 a 1 (2)
0 0 «

istnieje, gdy jej wyznacznik jest rozny od zera. Poniewaz

1
1 :a2
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S O =
S R =

(wyznacznik z macierzy trojkatnej jest rowny iloczynowi elementow na gldwnej przekatnej),
wigc musi by¢ spelniony warunek @ # 0. Dalej obliczamy macierz odwrotna do macierzy (2)
(nalezy przypomniec¢ sobie z pierwszego roku studiow z algebry sposob wyznaczania macie-
rzy odwrotnej do danej macierzy). Mamy
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det(Mgg Al =| 0 -4 -+ |=_33.
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Jedynym (potrdjnym) pierwiastkiem rownania
=0

jest A=01i warto$¢ ta nie zalezy od a. Promien spektralny macierzy M ;g jest zatem rowny O,
a to oznacza, ze metoda jest zbiezna. Jedynym warunkiem dla parametru & jest wigc warunek
(otrzymany wczesniej), by byt on rézny od 0.
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W algebrze macierzy dowodzi si¢ nastgpujacego twierdzenia: jeZeli macierz A jest dodatnio
okreslona, to promien spektralny macierzy (D + L) 'U jest mniejszy od 1, gdzie L + D + U = A.
Mozna by sprawdzi¢, ze macierz 4 podana w zadaniu jest dodatnio okre§lona i wowczas z przy-
toczonego twierdzenia wynika od razu, ze metoda Gaussa-Seidla jest zbiezna. Podane twierdze-
nie moze by¢ nieznane (nie podaje si¢ go na wyktadzie z algebry na I roku informatyki). Zawsze
mozemy sprawdzi¢ warunek

pP(Mgs) <1
gwarantujacy zbiezno$¢ metody, gdzie dla metody Gaussa-Seidla (zob. wyktad 9 wzor (4.20))
Mgs=—(D+ L) 'U.

Dla podanej macierzy 4 mamy
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Zatem
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Nalezy znalez¢ pierwiastki rownania
x3+3_‘/§zz—Lz=0,
3 93

czyli

1(1%3_‘5/1— ! j:o.
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Jeden pierwiastek jest oczywisty: A; = 0. W celu wyznaczenia dwoch pozostatych pierwiastkow
rozwiazujemy rownanie kwadratowe

2+ 3_\/5/1— L o,
3 93
czyli
V312 + 93 -1A—-1=0.
Mamy
A =813 — 1)? + 3643 =324 — 126+/3 ~ 105,76.
Zatem
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Ay 0,54,
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p(Mgg)= max |2;|=054<1,
i=1,2,3

a to oznacza, ze metoda Gaussa-Seidla jest zbiezna.
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W metodzie Jacobiego mamy (zob. wyktad 9 wzoér (4.19))

M, =-D Y (L+U).

Dla danej macierzy 4 macierz ta ma postac

| 1 [o L L]
10 0] 0 0 0 NE) \/13
M;=—0 1 0 — 0 0|+|/0 0 —
00 1 V3 V3
11 4170 0 0
V33 L ]
o L 1L 0 __L
1 0 0 NERENE V3
1 1 1
=0 -1 0|l— 0 —|=l-— 0
J3 V3 V3
0 0 -1
11, R S
V3 3 1L V3 3
Stad
T S
V343
1 1
det(M ;- Al)=|-— -1 -—
! V3 V3
1 1
—— - -2
3 43
S BN S S S L L)
33 3/3 3 3 3
2
Sy Sy R
33
Nalezy zatem rozwiaza¢ rOwnanie
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czyli

3 2
A -A+——=0. 3)
3V3
Jest to rdwnanie trzeciego stopnia. Mozemy tu skorzysta¢ z ogélnych wzoréw na rozwiazanie
réwnania postaci

y3 +3py+2qg=0.
Rozwiazanie tego rOwnania zalezy od znaku wyr6znika
D= q2 + p3.

Jezeli D > 0, to rGwnanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty 1 dwa zespolone. Jesli D = 0, to
W przyg)adku %dy p =q =0, rbwnanie ma jeden pierwiastek trzykrotny rowny 0, a w przypadku
gdy p~ =—g~ # 0, rbwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste, z ktorych jeden jest dwukrotny.
Jezeli D < 0, to rownanie ma trzy rozne pierwiastki rzeczywiste. W przypadku réwnania (3)
mamy

p= L g=—
3 343
a wigc D = 0, czyli rbwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste, w tym jeden dwukrotny. Do ich
wyznaczenia mogliby$my skorzysta¢ z wzorow Cardana, ale nie jest to konieczne. W zadaniu

chodzi tylko o stwierdzenie, czy promien spektralny macierzy M ; jest mniejszy od 1, czy nie.
W tym celu mozemy zbada¢ przebieg zmiennos$ci funkcji

0 I S

3/3
Zauwazmy, ze dla A= -1 mamy f{4) >0, adla 4= -2 jest (1) <0. Oznacz to, ze w przedziale
(-2, - 1) znajduje si¢ pierwiastek funkcji f{ A1) i pierwiastek ten jest co do wartosci bezwzglednej
wigkszy od 1. Istnieje zatem co najmniej jedna warto$¢ wtasna macierzy M ;, ktorej warto$¢
bezwzgledna jest wigksza od 1 1 tym samym promien spektralny tej macierzy jest na pewno wigk-
szy od 1. Zatem metoda Jacobiego nie jest zbiezna.






