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Z definicji tej wynika, ze istnieje skalar A, taki ze Av = Av. Liczbe A nazywamy wartosciq
wlasng macierzy A. Warto$ci wlasne macierzy A4 sa pierwiastkami wielomianu charakterystycz-
nego

wiAd) =det{ - AN,
Definicja 4.3. Liczbg
z'={nza.x.. n| ;{: |,

gdzie wielkoSci A, sa wartoSciami wlasnymi macierzy 4, nazywamy promieniem
spektralnym macierzy A i oznaczamy p(A4).

Rozwazmy teraz ciag wektorow x©, x", ... okre$lony nastepujaco:

20 A w01, (4.15)

gdzie M oznacza pewna macierz kwadratowa, a w — pewien wektor. Dla ciagu tego mozna udo-
wodnid

Twierdzenie 4.4. Przy dowolnym wektorze x' ciqg okreslony wzorem (4.15) jest zbiezny do je-
dynego punktu granicznego wtedy i tylko wtedy, gdy p(M) < 1.

Dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ m. in. w podreczniku [3].

Jesli ciag {x”} jest zbiezny do pewnego wektora %, to wektor ten spetnia rOwnanie
T=AMT+w

Z twierdzenia 4.4 wiadomo, ze jesli p(M) < 1, to rownanie x = Mx + w posiada jednoznaczne
rozwigzanie. Wynika stad wynika sposdb konstruowania metod iteracyjnych stosowanych do
rozwigzania uktadu rownan liniowych Ax = b. Wystarczy mianowicie tak dobra¢ macierz M, by
byt spetniony warunek zbieznosci p(M) < 1 1 warunek zgodnos$ci wektora

= ME+w (4.16)
z rozwiazaniem ¥ uktadu rownan Ax = b.

Teoretycznie wystarczy wzia¢ dowolna macierz M taka, by p(M) < 1, a nastgpnie obliczy¢
wektor
w={(I— M)A S, (4.17)

ktéry wynika z warunku zgodno$ci (/ oznacza macierz jednostkowa). Z zaleznosci (4.16) mamy
bowiem

w=X—MI={I-AMX
ijesli wektor  mabyéjednoczesnie rozwianiem uktadu Ax=»b,to % = 4% Jednak taki sposob
postgpowania wymagalby wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy 4, co jest kosztowne.
Dlatego w praktyce postepujemy odwrotnie: przyjmujemy, ze wektor w jest rtowny Nb, gdzie N
oznacza pewna macierz kwadratowa. Z warunku zgodno$ci mamy wowczas (por. rOwnanie

(4.17)) .
Nb=(I-MA,

czyli
Y 1 R0 VY
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a wiec
MA=T—- A,

tj.
M=7-NA
Otrzymujemy w ten sposob rodzing metod iteracyjnych postaci

o wax® v, (4.18)

ktora umozliwia wyznaczenie wektora * (rozwiazania uktadu Ax = b), jesli tylko p(/ - NA) <1.

Macierz N mozna wyznaczy¢ w rézny sposob. Dwie najpopularniejsze metody iteracyjne
opieraja si¢ na rozktadzie macierzy 4 na sume L + D + U, gdzie L oznacza macierz poddiagonal-
na, D — macierz diagonalna, a U — macierz naddiagonalna.

Przyklad 4.2
Dla macierzy ) _
1 2 3
A=14 5
_? -
mamy ) _
o 00 00 0: 2. 3
L=14 0 0 D= =10 0 &) u
780 | | 00 0

-1

Jezeli w zaleznosci (4.18) przyjmiemy I = D71, tj. i = —D7 (£ + 17, otrzymamy metode

Jacobiego:

ox0 - —p 2 b, =01 . (4.19)

Stosowanie tego wzoru wymaga, by na gldwnej przekatnej macierzy 4 byty elementy nie-
zerowe. Jesli takie elementy sa na gldwnej przekatnej macierzy 4, to przed zastosowaniem wzo-
ru (4.19) nalezy odpowiednio poprzestawiaé¢ wiersze. Zwykle postgpujemy nastgpujaco (zob.
[3]):
® sposrod kolumn, w ktorych na gtownej przekatnej znajduje sig¢ element zerowy, wybieramy
te, w ktorej jest najwigksza liczba zer,
® w kolumnie tej wybieramy element o maksymalnym module i tak przestawiamy wiersze, by
element ten znalazt si¢ na gtownej przekatnej, po czym wiersz ten ustalamy i nie bierzemy
go w dalszym ciagu pod uwagg,

® sposrod pozostatych kolumn, w ktérych na gtéwnej przekatnej znajduje si¢ element zerowy,
wybieramy te, w ktdrej jest najwigksza liczba zer itd.

Uwagi:

1. Jesli w kazdej kolumnie macierzy 4 znajduje si¢ taka sama liczba elementéw zerowych, to
wystarczy postepowac tak, jak przy wyborze elementu podstawowego w metodzie eliminacji
Gaussa.

2. Zamiana wierszy w macierzy A nie gwarantuje zbieznosci metody Jacobiego, tj. spetnienie
warunku p(-D (L + U)) < 1.
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Przyklad 4.3 ([3])

Dana jest macierz

A=

L A

1
0
0
0

Lhopy o —

0
2
.
0

Na gtéwnej przekatnej elementy zerowe znajduja si¢ w pierwszej, trzeciej i czwartej kolumnie.
Najwigksza liczba zer (trzy) znajduje si¢ w kolumnie trzeciej. W kolumnie tej elementem o
maksymalnym module jest element w pierwszym wierszu (w tym przyktadzie jest to jedyny nie-
zerowy element w wybranej kolumnie). Przestawiamy zatem wiersze pierwszy i trzeci, otrzymu-
jac w wyniku macierz

730
Lo _|2 10
5 6 1
05 0

Lh D o— 1)
Lo T & B T A Y

W macierzy A" ustalamy wiersz trzeci i pomijamy go w dalszym badaniu warto$ci elementow,
co zaznaczyliSmy przez przekreslenie odpowiednich elementow.

Na gtownej przekatnej znajduje sig jeszcze element zerowy w czwartej kolumnie, w ktorej ele-
mentem o najwigkszym module jest element w drugim wierszu. Przestawiajac wiersze drugi oraz
czwarty, otrzymujemy macierz

i 58 0 A
4@ _ 0 5 0 0
o001 2f
2 1 0 2
do ktorej mozemy juz zastosowaé wzor (4.19). u

Jezeli w zaleznos$ci (4.18) przyjmiemy N=(D+ L)', tj. M= - (D + L) ' U, otrzymamy metode
Gaussa-Seidla:

o s QU v oLV Y N O R N 1 T (4.20)

Wzor ten moglby sugerowaé wystepowanie obliczanego wektora x“"" z obu stron rownania. Je$li
jednak wypiszemy wszystkie rbwnania w postaci skalarnej, to okaze sig, ze przy obliczaniu
pierwszej wspotrzednej wektora xV z prawei strony odpowiedniego rownania nie wystepuje
ta wspotrzgdna. Mozna wigec wyznaczy¢ xt*" dzielac to rownanie przez a,,. Przy obliczaniu
xg‘ bz prawej strony odpowiedniego roOwnania wystgpuje jedynie juz obliczona wezesniej skia-
dowa x'*Y itd..
Powyzej przedstawiliSmy jedynie dwie iteracyjne metody rozwiazywania uktadu réwnan li-

niowych, ale nawet przy dwoch metodach powstaje pytanie: ktora metoda jest lepsza, czyli szyb-
ciej zbiezna. Odpowiedzia na to pytanie jest
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Twierdzenie 4.5. Jezeli
0<pl-D LU <,

to
p(—(D+ LY U) < p(-D7 L+ 1)),

Innymi stowy: Jesli metoda Jacobiego jest zbiezna 1 promien spektralny jej macierzy M jest
dodatni, to metoda Gaussa-Seidla jest asymptotycznie szybciej zbiezna. Dowod tego twierdzenia
mozna znalez¢ m. in. w monografii R. S. Vargi pt. Matrix Iterative Analysis (Prentice-Hall,
Englewood Cliffs 1965).

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie nie rozstrzyga, ktora metoda jest lepsza (szybciej zbiez-
na, o ile w ogdle jest zbiezna) w przypadku, gdy promien spektralny macierzy M w metodzie Ja-
cobiego jest rowny 0.

Przyklad 4.4
Rozwazmy uktad réwnan liniowych z macierza
(1 2 -2
A=11 1 1
(& o

Rozktadajac t¢ macierz na sume¢ L + D + U mamy

00 0 (1 00 0 2 -2
L:lDD,D:DlD],U:DDl
220 0 0 1 0o 0 0
Stad dla metody Jacobiego otrzymujemy
1o olffo o o o 2 -2
M,=-DYr+tn=-|0 1 o|[|1 0 of+|0 0 1
00 14|z 2 0] [0 0 O

o -1 0|1 0 1=
o 0 =112 2 0

o 002-5[0 S 3

Wartosci wlasne macierzy M, znajdujemy przez rozwigzanie rOwnania

det(M; — ATy =10,

Mamy
-4 -2 2
det( M, - A =|-1 -4 -1|=-#F
-2 -2 -2

Zatem A, = A, = A, =01 p{M ;) = ﬂ'ia%€3|/1!|= 0.
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W metodzie Gaussa-Seidla mamy

1 00 o o0 o2 -2
MGS:—(D+L)_1U:— 01 0f+]1 0 0 o0 1
o o1 2 20 o o 0
100_102—2 1 0 o2 -2 n -z 2
=-[1 1 0 oo =--1 1 oo 1 |=|0 2 -3
2 2 1 o o 0 o -2 1|0 0 0 0 2
Stad
-4 =2 2
det{ My AN =| 0 2-2 =3 |=-A2-2-A).
0 0 2—A

Rozwiazujac rownanie
AZ—A2-D =0

otrzymujemy A, =0, A, = A; =2, skad p(M,,) = 2, a to oznacza, ze metoda Gaussa-Seidla nie jest
zbiezna. n
Zadania

1. Stosujac metodg eliminacji Gaussa (bez wyboru elementu podstawowego) rozwiaza¢ uktad
roOwnan

ax 4 x =10,
ki +2x2 — X3 = ].,
— &2 +3x3 =10

Ile dziatah nalezy wykonac¢?

2. Rozwiaza¢ uktad rownan z zadania 1 stosujac rozktad Choleskiego. Jaka jest liczba wszyst-
kich dziatan?

3. Wykaza¢, ze dla macierzy

s o
2 2
A=l 1 11
e
2 2

metoda Jacobiego nie gwarantuje zbieznos$ci przy dowolnie wybranym przyblizeniu poczat-
kowym.

4. Dla jakich warto$ci o uktad rownan
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| + X + g = 1,
G'IS = l:l,
51?:2 +X3 = [:I
mozna rozwigza¢ metoda Gaussa-Seidla przyjmujac dowolny punkt poczatkowy?

5. Zbada¢ zbiezno$¢ metody Gaussa-Seidla dla uktadu réwnan liniowych z macierza

; L 1
3.3
1 1
A= 1 ——.
A3 3
T
V3 43

6. Czy dla uktadu roéwnan liniowych z macierza podana w zadaniu 5 metoda Jacobiego jest
zbiezna przy dowolnym wyborze poczatkowego przyblizenia?



V. ROWNANIA NIELINIOWE
| UKLADY ROWNAN NIELINIOWYCH

5.1. Wprowadzenie

Rozpatrzmy zadanie obliczenia pierwiastkow rzeczywistych rownania

F(x)=0, (5.1)
gdzie w ogdlnym przypadku f: E ~ F (zbiory E 1 F mozna rozwaza¢ bardzo og6lnie). Gdy
E =F =R" to odwzorowanie f: R" - R" jest opisane za pomoca » funkcji rzeczywistych f;
o zmiennychx; (i=1, 2, ..., n):

Poniewaz tylko w bardzo nielicznych przypadkach mozna analitycznie obliczy¢ pierwiastek §
réwnania (5.1), wige zwykle stosuje si¢ metody przyblizone. Metody te (iteracyjne) dla danego
poczatkowego przyblizenia x” pozwalaja obliczy¢ dalsze wartoéci przyblizone x” (i=1, 2, ...)
warto$ci & za pomoca pewnej funkcji iteracyjnej @ : E - E:

LUHD) @(XEE'J N, o i=0,1,....

Powstaja przy tym nast¢pujace problemy:

® jak znalez¢ odpowiednia funkcjg iteracyjna @,
® przy jakich warunkach ciag przyblizen {x?} jest zbiezny,
® jak szybko jest zbiezny ciag {x”}?

5.2. Metoda potowienia

Rozwazmy rownanie skalarne

Jlx)=10

Zatdézmy, ze funkcja fjest ciagta na odcinku [a, b], wewnatrz ktérego znajduje si¢ doktadnie
jeden pierwiastek i1 na ktorego koncach funkcja ma przeciwne znaki, tj. fla)f(b) <O0.

W celu znalezienia przyblizonej warto$ci pierwiastka, dzielimy przedziat [a, b] na potowy
punktem
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IED _ ﬂ'+f:'.
p

Jezeli fix") = 0, to punkt x jest szukanym pierwiastkiem. Je$li Ax") # 0, to zdwoch przedzia-
tow [a, x"] 1 [x"", b] wybieramy ten, na ktorego koncach funkcja ma przeciwne znaki. Przedzial
ten dzielimy na potowy punktem x, badamy warto$¢ funkcji w punkcie x'* i znaki funkcji na
koncach przedziatu itd.

Po pewnej liczbie krokow otrzymamy albo pierwiastek doktadny, albo ciag przedzialow, ta-
kich ze
REEIL T e S

gdzie [x?”, x"* V] oznacza tu i-ty przedziat, ktorego dhugo$é wynosi
. . 1
PRLC 0 R C) ) 2_! (h—a). (5.2)

Poniewaz lewe konce ciagu przedzialow tworza ciag niemalejacy i ograniczony z gory, a prawe
konce — ciag nierosnacy i ograniczony z dotu, wigc z zaleznos$ci (5.2) wynika, Ze istnieje ich
wspoélna granica, ktdra jest szukanym pierwiastkiem.

5.3. Regula falsi i metoda siecznych

Nazwa metody regula falsi pochodzi od tacinskich stow regula (linia) i falsus (fatszywy). Po
polsku mozna by powiedzie¢, ze jest to metoda fatszywego zatozenia liniowosci funkcji. Jednak
w literaturze polskojezycznej powszechnie jest uzywana podana nazwa lacinska.

Zatozmy, ze w przedziale [a, b] rGwnanie f{x) = 0 ma doktadnie jeden pierwiastek, a funkcja /'
ma na koncach tego przedzialu przeciwne znaki. Zatézmy ponadto, ze /'€ C*[a, b]' oraz ze po-
chodne pierwszego i drugiego rz¢du funkcji fmaja staty znak w tym przedziale. Przy tych zato-
zeniach wykres funkcji moze mie¢ jedna z czterech postaci przedstawionych na rys. 5.1, a wigc
funkcja moze by¢ rosnaca i przy tym wklesta lub wypukta lub malejaca i tez wklgsta lub wypu-
kta.

Rozpatrzmy przypadek /' (x), /" (x) > 0 dlax € [a, b] przedstawiony na rys. 5.2 (rozumowanie
w pozostatych trzech przypadkach jest analogiczne). Przez punkty 4(a, f(a)) 1 B(b, f(b)) prowa-
dzimy cigciwg o rownaniu

y— fila) = M(J{_a}'
—
Stad
P a—ﬁ(&l—a}.
Fie) = fla)

Jezeli fix") = 0, to liczba x' jest szukanym pierwiastkiem. Jesli natomiast f{x") = 0, to przez
punkt C(x"", fix")) oraz ten z punktow A i B, ktorego rzedna ma przeciwny znak niz f{x'")
prowadzimy nastepna cigciwe itd.

! Zapis C*[a, b] oznacza przestrzen funkcji ciagtych wraz z pochodnymi do rzedu drugiego.
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