Elementy analizy numerycznej
wyklady 7 i 8
zadania

zad. 1
Stosujac metodg eliminacji Gaussa (bez wyboru elementu podstawowego) rozwiaza¢ uktad row-
nan

3X1+X2 =0,
X1+2X2—X3=1,
- X +3X3 =0.

Ile dziatan nalezy wykonac?

Uktad réwnan postaci Ax = b nalezy najpierw doprowadzi¢ do postaci Rx = ¢, gdzie R oznacza
macierz trojkatna gérna. W tym celu utworzmy macierz (do macierzy A4 dopisujemy wektor wy-
razoOw wolnych b)

31 0 0
(4,b)=|1 2 -1 1|
0 -1 3 0

Zgodnie z wzorami podanymi na str. 52 (zob. wyktad 7) wykonujemy przeksztatcenia

al-'j =aj — 11'101]', bf =b; = I;1by, (M

gdzie
7., =il
i ’
aii
przy czym i =2, 3 oraz j =2, 3 (bo liczba rownan w naszym uktadzie wynosi n = 3). Mamy
a 1 a 0
Lhy=-2L==, ;=3L="=0
an 3 a 3
i do obliczenia tych wielkosci trzeba byto wykona¢ 2 dzielenia. Tworzona w pierwszym kroku
eliminacjimacierz (A',b") bgdziemy dalej oznaczac przez ( 4 @ , pM ). Zgodnie z wzorami (1)
elementy tej macierzy sa rowne

1y _ B 1.5
A5y =any —lhjapp =2——-1=—,
2 22 21412 3 3

1 1
) = ay; — a3 =-1-3-0=-1,

aglz) :a32 —1316112 :—1—0'1:—1,

a§13) =das3j3 —131013 =3-0-0= 3,



1 1
b§>:bz—121b1:1—§-0:1,

1
bV = by — 1315, =0-0-0=0.

Do wykonania tych obliczen nalezato wykona¢ 6 mnozen i 6 odejmowan, czyli razem 12 dziatan.
Otrzymana macierz ma postac

31 0 0
(4D pMy=|0 % 1 1| )
0 -1 3 0

W drugim kroku eliminacji rozwazamy macierz (w macierzy (2) pomijamy pierwszy wiersz
1 pierwsza kolumng)

5
- -1 1
(4,6)=| 3 : 3)
-1 3 0
Mamy
1y =221 -1_3
ajp S5
3
oraz

_ 3 12
dyy =ay —Ilyap = 3—(— Ej (-D=—,

~ 3 3
by =by —1rb :O—(——)-I:—.
2 =02 =219 5 5

Wykonalismy 1 dzielenie, 2 mnozenia i 2 odejmowania, czyli razem 5 dziatan. Po wykonaniu
eliminacji dla macierzy (3) otrzymali§my zatem macierz

— -1 1
3 .
0 123
5 5

Oznacza to, ze drugi (i ostatni) krok eliminacji dana macierz (4, ) doprowadzit do macierzy

31 0 0
(4@, pP)=]0 % ~1 1|=(R,¢).

0o 123

5 5




Na podstawie wzoru (zob. wyktad 7 str. 52)
3

Ci — Z Tike Xk

k =i+l .
X; = : . i=3,2.1,

mozemy juz wyznaczy¢ szukane wartosci x;. Mamy

3
x3:C_3_i_i_l:(),25,
7‘33 2 12 4
5
1 5
Cy — 3X G0 T3
xy = S2 772373 4_4_3_7s
2 > > 4
3
0_1.3_0.1
xy = LT 12%2 T3y 4 4 __1_ 55
ni 3 ’

i do wyznaczenia tych wielkosci trzeba byto wykona¢ 3 dzielenia, 3 mnozenia i 3 odejmowania.
Razem wykonalismy 11 mnozen, 6 dzielen i 11 odejmowan, czyli 28 dziatan. Liczbg¢ niezbgd-
nych dziatan w metodzie eliminacji Gaussa mozna wyznaczy¢ bezposrednio z wzoru (4.7) (zob.
wyktad 8), tj. bez wykonywania przedstawionych obliczen, przyjmujac w nim n = 3. Mamy

n(4n® +9n—-7) 3(4-9+9-3-7) 3(36+27-7) 3-56 168
6 6 6 6 6

R =28.

zad. 2
Rozwiaza¢ uktad réwnan z zadania 1 stosujac rozktad Choleskiego. Jaka jest liczba wszystkich

dziatan?

Aby mozna byto zastosowaé metod¢ Choleskiego, macierz uktadu réwnan musi by¢ dodatnio
okreslona. Latwo zauwazy¢, ze dana macierz jest symetryczna, a wigc jest spetniony warunek
a) definicji 4.1 (zob. wyklad 8 str. 55). Drugi warunek podany w tej definicji (warunek b)) dla
naszej macierzy ma postac

vV xTAx>0,
xeR3
xz0

czyli musi by¢ spelniony warunek (dla kazdego wektora x # 0)



a1 diz 413 || X
[x1, X2, %3] ax; axn ax|x;
d31 d3z 433z || X3
X1
=[ayx) +axxy +azyxz,appx) +aypx; +azxz,azx; +axx; +apzxz] x;
X3
=(ay1x) +azxy +azx3)x) +(apX) +axpx; +azx3)xy +(ag3x) +a3x; +azzxz)x;
=ayix] +apnxy +ayxy +(ay) +ap)xixy + (@31 +ag3)xxs + (a3 +az)xax3
=3x7 +2x7 +3x3 + (1+ Dxxy + (04 0)xqx3 + (=1 + (=1))xox3
= 3x12 + 2x§ + 3x§ +2x1Xxy — 2xp X3
> xf‘ + 2x% + x% +2x1xy —2xpx3
=(x) + x2)2 +(xp — X3)2 > 0.
Warunek ten jest oczywiscie zawsze spetniony (suma kwadratow jest wigksza od zera, o ile przy-
najmniej jedna z wartosci x;, i =1, 2, 3, jest r0zna od zera).

Uwaga: W ogdlnym przypadku badanie dodatniej okreslono$ci macierzy bezposrednio z definicji
jest zmudne i trudne. Dlatego w praktyce warunek ten sprawdzamy z twierdzenia, ktore mowi,
ze macierz jest dodatnio okreslona, gdy wszystkie jej minory gléwne sa dodatnie, gdzie minorem
gléwnym nazywa si¢ wyznacznik macierzy powstatej z danej macierzy przez skreslenie wierszy
1 kolumn o tych samych indeksach.

Gdybysmy chcieli skorzysta¢ z tego twierdzenia w naszym zadania, to musieliby$my obliczy¢
trzy nastgpujace wyznaczniki:

; =2:3-(-1)-(-D)=6-2=4>0,

=3-3-0-0=9>0,

=3-2-1-1=6-1=5>0.

30
0 3
31
1

2

Po sprawdzeniu, ze macierz uktadu rownan jest dodatnio okreslona mozemy ja roztozy¢ na ilo-
czyn LL", gdzie L oznacza macierz trojkatna gorna, korzystajac z wzorow (4.5) (zob. wyklad 8).
Poniewaz w naszym przypadku n = 3 i macierz jest rzeczywista, wigc wzory te maja postaé




k-1
il — Z ll]lk]

Ly = /= , i=2,3dlak=1orazi=3dla k=2.
L
Dla k=1 mamy
Iy =+ay =3,
a 1
Iy :ﬁ__f
=89

A3

Wykonali$my 1 pierwiastkowanie i 2 dzielenia, czyli 3 dziatania. W przypadku & = 2 otrzymu-

2 =t =2 (T) -5

_1_().7
; azy —l31hy _ V3 __\/g
3 = 5 =3

I

jemy

3
1 musieliSmy wykona¢ 1 pierwiastkowanie, 2 mnozenia, 1 dzielenie i 2 odejmowania, czyli
6 dziatan. Dla k = 3 nalezy obliczy¢

2
2 2 2 3
133=\/a33—l31—l32= 3-0 —(— g] 3

Wykonali$my 1 pierwiastkowanie, 2 mnozenia (podniesienie liczby do kwadratu to mnozenie tej
liczby przez nia sama) i 2 odejmowania, czyli facznie 5 dziatan. W wyniku wykonania powyz-

szych obliczen otrzymaliSmy macierze

] _ ] 1 _

J3— 0

JE 0 0 NE

r=|L 2 iT=| o ]2 -3
V3 3 3 5

12

0 0o 0 .=
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Poniewaz A = LL", wigc aby rozwiaza¢ dany ukfad rownan Ax = b, wystarczy rozwiaza¢ dwa na-
stepujace uktady z macierzami trojkatnymi:

Ly:biLTx:y. 4)



Pierwszy z tych uktadow (z macierza trojkatna dolna) rozwiazujemy korzystajac z wzoru

i—1
b; - Z lig v
k=1

y; = - , i=1,2,3.
l
Mamy
by 0
ylz—:—:O’
i 3
- Lo
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1 do obliczenia tych wielko$ci musieliSmy wykona¢ 3 dzielenia, 3 mnozenia i 3 odejmowania,
czylitacznie 9 dziatan. Dalej rozwiazujemy drugi z uktadéw (4) (z macierza trojkatng gorna) ko-
rzystajac z wzoru

3
T
vi— Y Lkxy
k
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Otrzymujemy
3
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Do obliczenia tych wielkosci wykonalis$my 3 dzielenia, 3 mnozenia i 3 odejmowania, a wigc ra-
zem 9 dzialan. Zatem tacznie w metodzie wykonalismy 3 pierwiastkowania, 10 dzielen, 9 mno-
zen i 10 odejmowan, co daje taczna liczbe 32 dziatan. Liczbg t¢ mozna otrzymac¢ bezposrednio
z wzoru (4.8) (zob. wyktad 8) bez wykonywania wszystkich obliczen. Mamy bowiem

2n3 41507+ 2:27+15-943  54+135+3 192
6 6 6 6

S =32.

Uwaga: Dla rozwazanego uktadu rownan okazato sig, ze liczba dziatah w metodzie eliminacji
Gaussa jest mniejsza niz w metodzie Choleskiego. Nie jest tak w ogoélnym przypadku. Zgodnie
z analiza wykonana na wyktadzie (zob wyktad 8 str. 57 — 60), dla n > 4 metoda Choleskiego jest
efektywniejsza (w naszym przypadku mieliSmy n = 3).

Macierz w rozwazanym uktadzie rownan jest nie tylko dodatnio okreslona, ale takze trojdiago-
nalna. Dla uktadow z taka macierza mozna zastosowac jeszcze bardziej efektywna metode
(o mniejszej ztozonosci obliczeniowej), jaka jest metoda Crouta. Zastosowanie tej metody do da-
nego uktadu rownan przedstawiono w przyktadzie 4.1 (zob. wyktad 8 str. 61 — 62) 1 okazato sig,
ze wystarczy w niej wykonac tylko 19 dziatan.



