5.3. Regula falsi i metoda siecznych
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Rys. 5.1. Mozliwe postacie funkcji w metodzie regula falsi
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Rys. 5.2. Przypadek f'(x), f"(x) > 0 w metodzie regula falsi
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Uwaga: W rozpatrywanym przypadku wszystkie cigciwy przechodza przez punkt B.

Przedstawiony sposdb postepowania prowadzi do konstrukcji ciagu {x}, ktory jest okreslony
rekurencyjnie wzorem

=g,

. . (1 : 5.3
x(’H:':x(’:'—L)m -z i=0.1,.... (53)
JE=Fix)
Przy przyjetych zatozeniach ciag (5.3) jest rosnacy i ograniczony, a wigc zbiezny (jego granica
jest szukany pierwiastek £). W rozpatrywanym przypadku kolejne wyrazy ciagu sa mniejsze od

doktadnego pierwiastka £ oraz f{x"”’) < 0 dla kazdego i. Pozostawiamy Czytelnikowi konstrukcje

odpowiednich wzorow rekurencyjnych w pozostatych trzech przypadkach mozliwego przebiegu
funkcji f.

Dla rozpatrywanego przypadku z twierdzenia Lagrange’a o warto$ci §redniej (zob. dowolny
podregcznik z analizy matematycznej) mamy

S EEAEh B e R (6 et

gdzie ¢ e (x, #. Poniewaz f{€) = 0, wigc z powyzszej zaleznosci otrzymujemy (oszacowanie
i-ego przyblizenia)
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Uwaga: Wada metody regula falsi jest stosunkowo powolna zbiezno$¢.
Metodg regula falsi mozna znacznie polepszy¢, jezeli zrezygnujemy z zadania, by funkcja f
miata w punktach wytyczajacych nastgpna cigciwg rozne znaki i skorzystamy z wzoru

x(z’+l:| - x

(i)
() _ J&E (x8) _ 267D
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Wzor (5.4) okresla metode siecznych, w ktorej wymagane sa dwa punkty poczatkowe x© = a
ix" = b. Zbiezno$¢ tej metody jest znacznie szybsza niz metody regula falsi, ale moze ona nie
by¢ zbiezna (np. gdy poczatkowe przyblizenia nie leza dostatecznie blisko rozwiazania).

i=12,.... (5.4)

5.4. Metody Newtona-Raphsona

Zatdzmy, ze € oznacza pierwiastek (zero) funkcji /: R -~ R i funkcja ta w pewnym otoczeniu
U(&) jest dostatecznie wiele razy rozniczkowalna. Ze wzoru Taylora otrzymujemy (rozwinigcie
funkcji f wokot punktu x© € U(E)):

@y (&=
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ot D 00 e 5O,

(5.5)
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gdzie 0 < & <1. Pomijajac wyrazy rzedu (&— x™)?, dlap > 2 otrzymamy réwnanie, ktore dla
danej wartosci x((f musi w przyblizeniu spetniaé pierwiastek € (przyblizenie tego pierwiastka oz-
naczymy przez &)

0= f(x®)+(E-5®) £z ),

Stad i
= JLE
é = xmj B f’(xl:mjl )

co prowadzi do metody iteracyjne;j

. : ()
A O f':x(_f' L i=01.... (5.6)
Fx)
Jest to klasyczna metoda Newtona.

Graficzna interpretacja tej metody jest nastepujaca: w danym punkcie x(0) wykreslamy stycz-
na do krzywej f{x) (tangens kata nachylenia « tej stycznej jest rowny f”(x”)). Punkt przecigcia
tej stycznej z osia Ox wyznacza przyblizenie x'". W punkcie tym wykreslamy kolejna styczna
do krzywej, ktorej punkt przeciecia z osia Ox wyznacza przyblizenie x® itd. (zob. rys. 5.3).
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Rys. 5.3. Graficzna interpretacja klasycznej metody Newtona

Jesli w rownaniu (5.5) pominiemy wyrazy rzedu {&— x'™3# dlap > 3, to otrzymamy
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Powyzszy wzor prowadzi do metody iteracyjne;j
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zwanej metodq Newtona-Raphsona drugiego stopnia. Zauwazmy, ze zuwagi na znaki wzor (5.7)
przedstawia dwie metody iteracyjne. Nie istnieje zadne stwierdzenie okreslajace, ktéry ze zna-
koéw ,,+7 lub ,,-” nalezy wzia¢. W zaleznosci od rozwigzywanego rownania moze okazac sig,
ze wybor jednego z tych znakow powoduje otrzymanie rozwigzania z zadang doktadnoscia przy
mniejszej liczbie iteracji.

Metode Newtona mozna uogolni¢ na przypadek uktadu réwnan liniowych

J10x1, X0, 7y)
s Jalxm, xa, 0, 7,) _q
fn(xl=x2""=xn)

Zakladajac, ze punkt& jest pierwiastkiem powyzszego rownania, a wektor x'” — przyblizona war-
to$cia &, funkcja fjest ro6zniczkowalna w punkcie x = x©, w pierwszym przyblizeniu mamy

0= F(& = F(x'D)+ Df (D) &- 2(D),

gdzie _ .
ah o
i '5?-’*1 ,;?xn 5 él -5
Of(xy = : S I o : .
AL Ffn g - 20
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Jezeli macierz Df{(x'?) jest nieosobliwa, to rOwnanie

FE®)+ D (XY -2 ®) =0, §. DFEOYED -2 = - (O,

mozna rozwia¢ wzgledem x'V i prowadzi to do metody iteracyjnej
A = 2O DAL A, =0, (5.8)
Wzor (5.8) przedstawia tzw. ogolng metode Newtona. Metoda ta w kazdym kroku wymaga

obliczenia n* pochodnych i niewygodnego odwracania macierzy. Dlatego w praktyce wzor (5.8)
przeksztalca si¢ do postaci

DF U 20 = pr ¥ xW - praty,



5.4. Metody Newtona-Raphsona 77

Jest to uktad rownan liniowych z niewiadomym wektorem x*" i do jego rozwiazania mozna sto-
sowa¢ na przyktad metodg eliminacji Gaussa.

Przed podaniem twierdzenia o zbieznosci ogolnej metody Newtona zdefiniujmy dwa pojgcia.

Definicja 5.1. Funkcje f: R” -~ R” nazywamy rézniczkowalng w punkcie x° € R”, jezeli istnieje
macierz kwadratowa 4 stopnia n, taka ze

s @- G - a- 2|
lim =10

sl B8

(macierz 4 pokrywa si¢ z macierza DAX")).

Definicja 5.2. Zbior M c R" nazywamy wypukiym, jezeli dla dowolnych wektorow x, y € M
mamy

z:z=A+(1-Dy, 1A=} M
(innymi stowy: odcinek faczacy punkty x 1 y nalezy do zbioru M.).

Mozemy teraz sformutowac twierdzenie o zbiezno$ci ogdlnej metody Newtona.

Twierdzenie 5.1. Niech D c R" oznacza zbior otwarty, a D, — zbior wypukly, taki ze Dy = I

Niech funkcja f: D ~ R" bedzie rozniczkowalna dla kazdego wektora x € D,
i ciqgta dla kazdego x € D. Zatézmy, ze dla x'¥ € D, istniejq stale dodatnie
r, o B, vy ih, takie ze

S, (xmj) f[x: ”x— £ ||-< r} c Iy,
Jezeli funkcja f spetnia nastepujqce warunki:
a) |of(x)— DF () ||= v x— y | dla wszystkich x, y € D,
b) [Df (x)] 7 ismigje i |[of (£ |< g dla wszystkich x € D,,
o Ior O G |2

to
1° rozpoczynajqc od x© kazdy punkt

&
P N O L L IR A T T [

Jjest dobrze okreslony oraz x* € S(x'") dla wszystkich k > 0,
I

2° istnieje lim x* = & oraz
]

o bl T L

3° dla wszystkich k > 0 spetniona jest nierownos¢
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Dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ m. in. [2]. Poniewaz 4 € (0, 1), wigc z ostatniej nie-
rownos$ci wynika, ze metoda Newtona jest zbiezna co najmniej kwadratowo.

Uwaga: Twierdzenie 5.1. zapewnia zbiezno$¢ metody Newtona tylko w przypadku, gdy poczat-
kowe przyblizenie x'” jest wybrane ,,dostatecznie blisko” szukanego pierwiastka &.

W praktyce czesto korzysta si¢ z roznych modyfikacji metody Newtona i uproszczen wzoru
(5.8). Jedna z takich modyfikacji jest tzw. uproszczona metoda Newtona. Przy zalozeniu, Ze pa-
rametr w spetnia nieréwnosci 0 < w < 2, w metodzie tej (i + 1)-sze przyblizenie wyznacza sig
z nastgpujacych wzoroéw:

NG IO N i e ey
: e 0wy
S 1 L T
[{+1) I:z':l 1
N INON fg( e ()
2 ‘ ﬂ?fz GH) ) G 59
( T MR 6t (5.9
(i+1) LD 20
LD @ L e o1
" : Tl (54D L T
g?x xl et P ?! :l

n

W uproszczonej metodzie Newtona oblicza si¢ tylko n pochodnych 1 nie wystepuje odwraca-
nie macierzy. Chociaz najcz¢$ciej metody tej uzywa sig¢ z parametrem w = 1, to okazuje sig, ze
w wielu przypadkach mozna uzyska¢ wymagana doktadnos¢ rozwiazania przy mniejszej liczbie
iteracji przyjmujac @ < 1, w innych zas dla parametru w > 1. Okazuje sig tez, ze jesli metoda
Newtona jest zbiezna, to jest zbiezna takze metoda (5.9), ale nie na odwrot.

5.5. Wyznaczanie zer wielomianéw

Przy wyznaczaniu (kilku) pierwiastkéw wielomianow metoda Newtona czgsto zawodzi, na
co wplyw maja btedy zaokraglen. Ponadto, jesli wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych
ma sprz¢zone pierwiastki zespolone, to nie moga by¢ one wyznaczone, gdy za poczatkowe przy-
blizenie sktadowych wektora x'¥ przyjmiemy warto$ci rzeczywiste.

W metodzie Bairstowa, ktora opiszemy w tym punkcie, oblicza si¢ pierwiastki zespolone,
chociaz unika si¢ rachunku zespolonego. Metoda ta polega na tym, ze pierwiastki wielomianu
(w tym ewentualnie zespolone)

x* —FE—4,

gdzie r i g oznaczaja liczby rzeczywiste, sa takze wtedy i tylko wtedy pierwiastkami danego
wielomianu rzeczywistego



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6

