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Rys. 5.1. Mo¿liwe postacie funkcji w metodzie regula falsi

Rys. 5.2. Przypadek f N(x), fO(x) > 0 w metodzie regula falsi
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Uwaga: W rozpatrywanym przypadku wszystkie ciêciwy przechodz¹ przez punkt B.

Przedstawiony sposób postêpowania prowadzi do konstrukcji ci¹gu {x }, który jest okreœlony(i)

rekurencyjnie wzorem

Przy przyjêtych za³o¿eniach ci¹g (5.3) jest rosn¹cy i ograniczony, a wiêc zbie¿ny (jego granic¹
jest szukany pierwiastek >). W rozpatrywanym przypadku kolejne wyrazy ci¹gu s¹ mniejsze od
dok³adnego pierwiastka > oraz f(x ) < 0 dla ka¿dego i. Pozostawiamy Czytelnikowi konstrukcje(i)

odpowiednich wzorów rekurencyjnych w pozosta³ych trzech przypadkach mo¿liwego przebiegu
funkcji f.

Dla rozpatrywanego przypadku z twierdzenia Lagrange’a o wartoœci œredniej (zob. dowolny
podrêcznik z analizy matematycznej) mamy

gdzie  Poniewa¿ f(>) = 0, wiêc z powy¿szej zale¿noœci otrzymujemy (oszacowanie
i-ego przybli¿enia)

Uwaga: Wad¹ metody regula falsi jest stosunkowo powolna zbie¿noœæ.

Metodê regula falsi mo¿na znacznie polepszyæ, je¿eli zrezygnujemy z ¿¹dania, by funkcja f
mia³a w punktach wytyczaj¹cych nastêpn¹ ciêciwê ró¿ne znaki i skorzystamy z wzoru

Wzór (5.4) okreœla metodê siecznych, w której wymagane s¹ dwa punkty pocz¹tkowe x  = a(0)

i x  = b. Zbie¿noœæ tej metody jest znacznie szybsza ni¿ metody regula falsi, ale mo¿e ona nie(1)

byæ zbie¿na (np. gdy pocz¹tkowe przybli¿enia nie le¿¹ dostatecznie blisko rozwi¹zania).

5.4. Metody Newtona-Raphsona

Za³ó¿my, ¿e > oznacza pierwiastek (zero) funkcji f : R 6 R i funkcja ta w pewnym otoczeniu
U(>) jest dostatecznie wiele razy ró¿niczkowalna. Ze wzoru Taylora otrzymujemy (rozwiniêcie
funkcji f wokó³ punktu x  0 U(>)):(0)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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gdzie  Pomijaj¹c wyrazy rzêdu  dla p $ 2 otrzymamy równanie, które dla
danej wartoœci x  musi w przybli¿eniu spe³niaæ pierwiastek > (przybli¿enie tego pierwiastka oz-(0)

naczymy przez 

St¹d

co prowadzi do metody iteracyjnej

Jest to klasyczna metoda Newtona.

Graficzna interpretacja tej metody jest nastêpuj¹ca: w danym punkcie x(0) wykreœlamy stycz-
n¹ do krzywej f(x) (tangens k¹ta nachylenia " tej stycznej jest równy fN(x )). Punkt przeciêcia(0)

tej stycznej z osi¹ Ox wyznacza przybli¿enie x . W punkcie tym wykreœlamy kolejn¹ styczn¹(1)

do krzywej, której punkt przeciêcia z osi¹ Ox wyznacza przybli¿enie x  itd. (zob. rys. 5.3). (2)

Rys. 5.3. Graficzna interpretacja klasycznej metody Newtona

Jeœli w równaniu (5.5) pominiemy wyrazy rzêdu  dla p $ 3, to otrzymamy

(5.6)
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sk¹d

Powy¿szy wzór prowadzi do metody iteracyjnej

zwanej metod¹ Newtona-Raphsona drugiego stopnia. Zauwa¿my, ¿e z uwagi na znaki wzór (5.7)
przedstawia dwie metody iteracyjne. Nie istnieje ¿adne stwierdzenie okreœlaj¹ce,  który ze zna-
ków  „+” lub „!” nale¿y wzi¹æ. W zale¿noœci od rozwi¹zywanego równania mo¿e okazaæ siê,
¿e wybór jednego z tych znaków powoduje otrzymanie rozwi¹zania z zadan¹ dok³adnoœci¹ przy
mniejszej liczbie iteracji.

Metodê Newtona mo¿na uogólniæ na przypadek uk³adu równañ liniowych

Zak³adaj¹c, ¿e punkt > jest pierwiastkiem powy¿szego równania, a wektor x  – przybli¿on¹ war-(0)

toœci¹ >, funkcja f jest ró¿niczkowalna w punkcie x = x , w pierwszym przybli¿eniu mamy(0)

gdzie

Je¿eli macierz Df(x ) jest nieosobliwa, to równanie(0)

mo¿na rozwiaæ wzglêdem x  i prowadzi to do metody iteracyjnej(1)

Wzór (5.8) przedstawia tzw. ogóln¹ metodê Newtona. Metoda ta w ka¿dym kroku wymaga
obliczenia n  pochodnych i niewygodnego odwracania macierzy. Dlatego w praktyce wzór (5.8)2

przekszta³ca siê do postaci

(5.7)

(5.8)
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Jest to uk³ad równañ liniowych z niewiadomym wektorem x  i do jego rozwi¹zania mo¿na sto-(i+1)

sowaæ na przyk³ad metodê eliminacji Gaussa.

Przed podaniem twierdzenia o zbie¿noœci ogólnej metody Newtona zdefiniujmy dwa pojêcia.

Definicja 5.1. Funkcjê f : R  6 R  nazywamy ró¿niczkowaln¹ w punkcie x  0 R , je¿eli istniejen n 0 n

macierz kwadratowa A stopnia n, taka ¿e

(macierz A pokrywa siê z macierz¹ Df(x )).0

Definicja 5.2. Zbiór M f R  nazywamy wypuk³ym, je¿eli dla dowolnych wektorów x, y 0 Mn

mamy

(innymi s³owy: odcinek ³¹cz¹cy punkty x i y nale¿y do zbioru M.).

Mo¿emy teraz sformu³owaæ twierdzenie o zbie¿noœci ogólnej metody Newtona.

0Twierdzenie 5.1. Niech D f R  oznacza zbiór otwarty, a D  – zbiór wypuk³y, taki ¿e n

0Niech funkcja f : D 6 R  bêdzie ró¿niczkowalna dla ka¿dego wektora x  0 Dn

0i ci¹g³a dla ka¿dego x 0 D. Za³ó¿my, ¿e dla x  0 D  istniej¹ sta³e dodatnie(0)

r, ", $, ( i h, takie ¿e

Je¿eli funkcja f spe³nia nastêpuj¹ce warunki:

0a)  dla wszystkich x, y 0 D ,

0b)  istnieje i  dla wszystkich x 0 D ,

c)

to
1° rozpoczynaj¹c od x  ka¿dy punkt(0)

rjest dobrze okreœlony oraz x  0 S (x ) dla wszystkich k $ 0,(k) (0)

2° istnieje  oraz

3° dla wszystkich k $ 0 spe³niona jest nierównoœæ
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Dowód tego twierdzenia mo¿na znaleŸæ m. in. [2]. Poniewa¿ h 0 (0, 1), wiêc z ostatniej nie-
równoœci wynika, ¿e metoda Newtona jest zbie¿na co najmniej kwadratowo.

Uwaga: Twierdzenie 5.1. zapewnia zbie¿noœæ metody Newtona tylko w przypadku, gdy pocz¹t-
kowe przybli¿enie x  jest wybrane „dostatecznie blisko” szukanego pierwiastka >.(0)

W praktyce czêsto korzysta siê z ró¿nych modyfikacji metody Newtona i uproszczeñ wzoru
(5.8). Jedn¹ z takich modyfikacji jest tzw. uproszczona metoda Newtona. Przy za³o¿eniu, ¿e pa-
rametr T spe³nia nierównoœci 0 < T < 2, w metodzie tej (i + 1)-sze przybli¿enie wyznacza siê
z nastêpuj¹cych wzorów:

W uproszczonej metodzie Newtona oblicza siê tylko n pochodnych i nie wystêpuje odwraca-
nie macierzy. Chocia¿ najczêœciej metody tej u¿ywa siê z parametrem T = 1, to okazuje siê, ¿e
w wielu przypadkach mo¿na uzyskaæ wymagan¹ dok³adnoœæ rozwi¹zania przy mniejszej liczbie
iteracji przyjmuj¹c T < 1, w innych zaœ dla parametru T > 1. Okazuje siê te¿, ¿e jeœli metoda
Newtona jest zbie¿na, to jest zbie¿na tak¿e metoda (5.9), ale nie na odwrót.

5.5. Wyznaczanie zer wielomianów

Przy wyznaczaniu (kilku) pierwiastków wielomianów metoda Newtona czêsto zawodzi, na
co wp³yw maj¹ b³êdy zaokr¹gleñ. Ponadto, jeœli wielomian o wspó³czynnikach rzeczywistych
ma sprzê¿one pierwiastki zespolone, to nie mog¹ byæ one wyznaczone, gdy za pocz¹tkowe przy-
bli¿enie sk³adowych wektora x  przyjmiemy wartoœci rzeczywiste.(0)

W metodzie Bairstowa, która opiszemy w tym punkcie, oblicza siê pierwiastki zespolone,
chocia¿ unika siê rachunku zespolonego. Metoda ta polega na tym, ¿e pierwiastki wielomianu
(w tym ewentualnie zespolone)

gdzie r i q oznaczaj¹ liczby rzeczywiste, s¹ tak¿e wtedy i tylko wtedy pierwiastkami danego
wielomianu rzeczywistego

(5.9)
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