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2 Czym jest rekurencja?
< Indukcja matematyczna
< Niezmienniki petli

2 Realizacja rekurencji

<> Fraktale
= Cechy
= Uklady iterowanych odwzorowan afinicznych
= Zbiory Mandelbrota
= Zbiory Julii
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Rekurencja

2 O rekurencji (rekursji) mowimy wtedy, gdy definicja pewnego
obiektu (np. matematycznego) zawiera odwotanie do pewnej
transformacji tego obiektu,

2 Aby znalez¢ transformacje tego obiektu nalezy ponownie
zastosowac tg samaq definicje itd...

S Kazda definicja rekurencyjna sktada sie z:
= zaleznosci rekurencyjnej

= wyrazenia startowego (podstawy wnioskowania, warunku
brzegowego)
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Przyktady definicji rekurencyjnych

< Silnia:
= zaleznos¢ rekurencyjna: n! = n (n-1)!
= wyrazenie startowe: 0! = 1

2 Wspotczynnik dwumianowy:

n n-1) (n-1
= zaleznoS¢ rekurencyjna: (kj:(k—l}{ K j

n n
= wyrazenie startowe: (OJ—(nj—l

2 Zbior liczb catkowitych pod2|elnych przezd >
0,5)

= zalezno$¢ rekurencyjna: z,=|Jn gdzie n = 59”(”51 d-n,
= wyrazenie startowe n,=0 i
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Przyktadowe zadania

S Znajdz definicje rekurencyjng ciggu eliminujgc w pefni
bezposrednig zaleznos¢ od n (n > 0):

c,=n°-1

< Dla ciggdw reprezentowanych przez funkcje posiadajace funkcje
odwrotng mozna skorzystac ze schematu:

c,=f(n) = n=17c,)
¢, = F(n+1)=f(f*(c,)+1)

= Inne: C, = 3n2+2n+1, n>0 <Co =3 C, = Cn_132 Iog3cn1+1>

c. =n’-n-2, n>1 <01=—2, cnzcn_1+\/9+4cn_1+1>
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Indukcja matematyczna

< Indukcja matematyczna jest twierdzeniem opartym na
szczegolnym przypadku zaleznosci rekurencyjnej na zdaniach
logicznych

o Zaleznoscig rekurencyjng jest implikacja miedzy kolejnymi
zdaniami logicznymi

S Wyrazeniem startowym jest warunek poczatkowy

Zasada indukcji skonczonej Zasada silnej indukcji (zupeinej)

*ZR : S(k) = S(k+1) ZR : S(ny) A S(Nyg+1) A ... A S(N-1) A S(n) = S(n+1)
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Przyktadowe zadania

2 Udowodnij, uzywajac indukcji matematycznej:

I n

1. Dlan=>1: ZiG:1) nsl

=1

2. Dlan=>1: (Z] Z'

3. Nierownosc¢ Bernoulliego dla liczb catkowitych, x > -1, n > 1:
(1+x)" >1+nx
4, Dlad=1,n20,cigg0,d, -d, 2d, -2d, ..., nd, -nd dany

1-sgn(c,,—0,5) d—c
2 n-1

wzorem rekurencyjnym ¢, =0, ¢, =

ma postac jawna: c, =d|(-1)"(2n+1)+1]
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Przyktadowe zadania c.d.

5. Dlan=>2: 2% —6 jest podzielne przez 10.

6. Dlan=0,ab=0,jedli c,=0, c,=b-a, ¢, =(a+b)c,_,—abc,,

to wzdr jawny na ciag ma postaé: ¢ =b" -a"
7. Dla n > 0: n3-n jest podzielne przez 6.

8. Dan=>1: F =é(Ln_l+ L ..) gdzie F, to liczby Fibonacciego, a

L, liczby Lucasa:
F,=0F=LF =F _,+F _,

L,=2,F=1L =L _,+L ,
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Niezmienniki petli

2 Zdanie logiczne X jest niezmiennikiem petli:

while (g) {
instrukcje;
)

jesli zachodzi implikacja:
> jesli g i A sq prawdziwe przed wejsciem do petli, to 1 jest prawdziwe
w kazdej iteracji, oraz po wyjsciu z petli, natomiast g po wyjsciu z

petli jest fatszem: S _
Inicjalizacja zmiennych

IHgnand=1
while(g ){ instrukcje; }
/ / _Ig VAN ﬂ/ =1
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Niezmienniki petli

o Zastosowanie?
= Dowodzenie poprawnosci algorytmow
= Sprawdzanie dziatajacych algorytmow (np. asercje przed, wewnatrz
i po petli sprawdzajqce warunki bedgce znanym niezmiennikiem)
2 Klasyczny przyktad - algorytm dzielenia, znajdujgcy dla liczb
n >0, g > 0 (dzielnik), liczby k = 0 (krotnos¢), oraz reszte r:
q > r = 0, spetniajace réwnos¢ n=kqg+r
<input>n=>0;q>0;

<init>k=0;r=n; Inne trywialne

<assert>gAal=1 gor>q, A< (n=kg+r)A(r>0) niezmienniki peli:

while(g ){ °q20
<instructions >k =k +L r=r—q; ‘nzr
<assert>A=1

}

<assert> -gail=1: -g=r<qg, A< (n=kg+r)A(r=0)
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Dowod poprawnosci

2 W kazdej interacji otrzymywane sg nowe wartosci zmiennych k
orazr. k'=k +1
r'sr—q
< Podstawiajac nowe wartosci do zaleznosci niezmiennika:
k'g+r'=(k+1)g+(r—q)=kgq+q+r—g=kq+r
2 Przy czym r’ > 0, gdyz warunkiem wejscia do petli jest r > g

2 Po wyijsciu z petli r < g, wiec spetniona jest zaktadana wtasnosc
q>r=0
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Niezmienniki petli - zadanie

< Znajdz niezmiennik petli i udowodnij poprawnosc algorytmu:
Dane wejsciowe: n > 0.
Dane wyjéciowe: k > 0, g < n (k,qe N) takie, ze n=2q A 2}q

<input>n>0;k>0;
<init>k=0;q=n;
<assert >gAl=1: g 2[0, A<
while(g){
<instructions >k =k +1;,q=q/2;
<assert>1=1

}

<assert> -gAA=1: =020, A<
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Realizacja rekurencji

Rekurencja w jezykach programowania jest zwyktym wywotaniem
funkcji (funkcja sama wywotuje siebie)

Kazde wywotanie funkcji to odtozenie parametrow na stosie (parametry
funkcji oraz adres powrotu)

Dla kazdego algorytmu rekurencyjnego nalezy rozwazy¢ koszty
pamieciowe i obliczeniowe podejscia rekurencyjnego oraz iteracyjnego

Np. Algorytm wypetniania spdjnego obszaru szybko moze doprowadzic
do przepetnienia stosu (wersja iteracyjna jest bardziej oszczedna):

int image[][], width, height, oldColor, newColor;
void Fill(int x, Int y)

{
iIf (x<O0 |] y<O || x>=width || y>=height) return;
image[x][y] = newColor;
it (image[x+1][y] == oldColor) fill(x+1l,y);
if (image[x-1]Ly] == oldColor) fill(x-1,y);
1T (image[x][y+1] == oldColor) Till(x,y+1);
if (image[x][y-1] == oldColor) fill(x,y-1);
}
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Fraktale

Obiekty geometryczne posiadajace ceche samopodobienstwa (w
kazdej skali) — w sensie doktadnym, przyblizonym lub
stochastycznym

Wymiar nie jest liczbg catkowita;:

N(e)~1/e) =d _ lim 109N (2)

>0 Iog( g)
£=12", N(£)=3" = d =lim1293 _1008 _; 5as06.. An
® noxlog2"  log2

Majq stosunkowo proste definicje

_":_:":,Z-?L, An A b A A A A A A A A e:#_«
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Obraz rekurencyjny
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Fraktale

<> Fraktale to np.:

= Atraktory ukiadu iterowanych odwzorowan afinicznych
(IFS)

= Zbiory Julii i Fatou
= Zbiory Mandelbrota
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Odwzorowanie zwezajace

2 Niech R?2 bedzie przestrzenig z metryka euklidesowg d (choc
mogq byC dowolne przestrzenie metryczne), wtedy f: R2 - R?2

jest odwzorowaniem zwezajacym jesli:
31€(0,1): Va,,a, e R*:d(f (a), f(a,))< Ad(a,,a,)
S Twierdzenie Banacha: Istnieje doktadnie jeden punkt p taki, ze
f(p)=p (punkt staty odwzorowania zwezajacego)
N /

Rekurencyjne wykonanie
odwzorowania
zwezajgcego a=(x,y)
f(x,y)=(x/3,y/3)

N

x.,="1(x,) limx =x, x,=f(x,) cos(&)— cos(cosZ)— cos(cos(cosz))

n+1
N—>o0

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
‘ FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 17



Uklad iterowanych odwzorowan
afinicznych

< Rekurencyjna definicja przeksztatcen obiektu geometrycznego
bedaca sumg wynikdw n odwzorowan zwezajacych (ztozenie
obrotu, translacji i skalowania zmniejszajgcego): {F.} (1<i <n)

Sp =9 S = g F (Sk—l) S, = |!I_To S,
2 S jest dowolnym niepustym zbiorem punktéw w danej przestrzeni

o S, jest fraktalem - atraktorem uktadu odwzorowan (punktem
statym), niezaleznym od rozktadu punktdw w zbiorze S

o d A s B

X'=ax+hby+c X' o, |[cosp, —sing, | x| |t
< F (X’ y): = - +
y'=dx+ey+ f y' o, ||sinp, cose, |y| |t

-1<o6,<1 A -1<9o,<1
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Przykiad konstrukcji IFS - Trojkat
Sierpinskiego

o Uktad odwzorowan:

F(xy)

o, =@, =0

211 0] x 4
9 lyao 13"l |
/21 o x]| [-1/4
FZ(X’ y): 1/2 O l y + O
/21 o x] [0 y: (45, Ao
F — o VWw Ve vWel vV vwWew v
S(X’ y) _1/2__0 1__y_+_\/§/4

F(xy) F(x,y)

< Trojkat Sierpinskiego jest punktem statym uktadu odwzorowan
zwezajacych {F, F, , F3}

UNIA EUROPEJSKA
E KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



IFS — zadania

ARl
{

PaproC Barnsleya
Uktad 4 odwzorowan
[zrodto: Wikipedia]

Zadanie: zlokalizuj poszczegolne odwzorowania ((*) zdefiniuj)

Tréjkat Sierpinski trzeni 3D
Dywan Sierpirskiego (pri?a a da';'rp'”s iego w przestrzeni
Uktad 8 odwzorowan ]

Ukfad 5 od
[zrodto: Wikipedial ad > odwzorowan

[zrodito: Wikipedial]
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Zbiory Mandelbrota

=

=

Przestrzenig dla tych zbioréw jest domkniety zbiér C liczb
zespolonych (C = ¢ u{z*}gdzie z* to punkt w nieskonczonosci
odwzorowany np. na sferze Riemanna)

Funkcja wymierna okreslona na C ma postac:
w(z) a,z2"+a,,2" +...+az+4,

W(Z): B n n-1
1(z) Db,z"+b, 2" +...+bz+Db,

2 Niech W, bedzie funkcjq wymierng zalezng od ceC
> Niech W(2)=W,W,*(2))
2 Zbiorem Mandelbrota M(W,) nazywamy zbidr tych wartosci

parametru c dla ktorych ciag W"(0) jest zbiezny:

MW, )={ceC: limW," (0) - oo}
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Zbiory Mandelbrota - przykiad

2 Najbardziej znany jest zbior Mandelbrota dla odwzorowania
W' (z)=z°+c

S Sprawdz, czy punkt c=0+i nalezy do zbioru

Mandelbrota dla tego odwzorowania

(W(0)=0%+i=i

W2 (0)=i*+i=i-1

W2(0)=(i-1f +i=-1-2i+1+i=-i
WA0)=(=i) +i=-1+i=i-1

orbita punktu c
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Zbior Mandelbrota wraz z powiekszeniem [obraz uzyskany za
pomocg programu Ultra Fractal]
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Zbiory Julii

Brzeg miedzy kolorami (basenami przyciggania)
jest zbiorem Julii dla odwzorowania:

W"(z) =(22+z‘2)/3

Do zbioru Fatou nalezg obszary
przyciggania 3 punktow
statych bedacych pierwiastkami funkc;ji

.0+2km
f()=2°-1 = =1 Zycfora) = X/Me "

Z, =1, zlz(—1+i\@) 2, 22=—(1+i\@) 2,

ey, 1(2) _23—1:/ Y
W' (z)=z f'(z)_z P (2z2+277)/3

Jest to zbiér Julii dla odwzorowania W.'(2) otrzymanego metodg Newtona szukania miejsc
zerowych dla f(z). Stad punkty stabilne tego odwzorowania bedg pierwiastkami f(z). Kolor
zielony jest basenem przyciggania z,, kolor czerwony z,, a kolor niebieski z,.
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